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33 luid ort gur crftcn Auflage. 

SSol beweisbar ift, joü in ber SBiffenfdjaft uidjt orjne Seweiä 
geglaubt werben. So einleuchtend bieje gorberung etfc&eint, \o ift 
fie bo<$, Wie id) glaube, felbft bei bei: SBegtünbung ber einfachen 
ä'fiiffenjdjuft, nämlidj be§jenigen Steife! ber ßogif, meldjer bie Ser)re 
uon ben galten beljanbelt, and) nad) ben neucfien $>arflelmngen*) 
uüc() feine§meg§ ate erfüllt anjuje^en. Snbem idj bie 9(riti)metif 
(ttlgebta, ftitafyffö) mit einen %l)t\i ber Sögt! nenne, fptedje id) 
fdr}on aus, bcj? id) ben 3a()I(iegriff für fläitjfl$ unabhängig bon ben 
iuirfteüungeu ober Wnidjauungeu be? Wannte* mib bei 3eit, bafj id) 
tljn bielmcfjt für einen unmittelbaren lusfdtfj ber reinen ©entgefe^e 
fjalte. ÜJlehte £muptantmort auf bie im iitel biefet ©djrtft gepeilte 
gftage lautet: bie Sagten finb freie Schöpfungen be§ menfdjlidjeit 
(§ei|leg, fie bienen atS ein Mtel, um bie 3Setfct)iebenfjeii ber Singe 
letzter uub idjärfer aufgufaffen. S5urdfj ben rein Iagifd)en Aufbau ber 
3af)(eu »SÖi ff c n jdjüft uub burd) ba§ in ilji gewonnene [teiige 3afjlen= 
flfeid) finb mit etjt in ben ©taub gefegt, unfere SBotfletlungen tum 
[Raum uub 3eit genau 51t untetfudjen, iubcm mir biejelbeu auf tiefet 



*) 3km ben mir fcetanut getootTöenen Sdjvijteu erroüfmc tdj ba§ Bttbienft* 
boilc Seijituidj ber Stvitfjmetif uub SÜgebta bon @. Sdjröbcr (Seidig, 1873), 
in meinem um» anrij ein SHeraturbetjeidjnifj )int>et, uub ruifca'bcm bie 31 tu 
ljonbluiiiie» uon ßronetfet uub nun ^dnifmll] üfiet ben gtrtjlkattn" uub über 
;Viljlc» inib Hfteffen (in ber Sammlung bei- an ®. fyüzr: gerichteten tJljtlo^-- 
pljifcfäcii SluffSfce, Seipäifl 1887). ©a§ Örjrfjcinen biefe? SUff&cmblUttgen ifi Bie 
SJetanlaffmtg , mcld)c mir!) Gewogen ticrt, mm nud) mit meinet, iu mnndjrt 
SBejte^fung älmlidjcn, n&ct butdj ii)u SBegtünbung bod) toefenttidj öetf^iebenen 
Sliiffaifung tyetüotjutteten , bte id) mir feit vielen Streit uitb ofyiie jebc 33c-- 
cmfiujfuitg tion itgenb lueldjcr ©ehe gebHIbei tjubc. 
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in unjerem (Seifte gefäjaffene galjlen *:Hrid) Beliehen*). Söerfolgt 
man genau , toaS tüiu bei bem gäpn ber SRenge ober 9tn&afjl bon 
Singen tlum, fo totrb man auf bie Betrachtung ber gafjigfeit be§ 
©eijteS geführt, Stege auf Singe ju liefert, einem Singe ein Sing 
eittjpreajen jit fajfen, über ein Sing burdj ein Sing abgubUbeu, oljtte 
roeldje gfäl)ig!ett überhaupt fetnSenlen mögliä) ift. 9tuf biefer einzigen, 
audj fünft gang unent6e§rliö>n ©runblage muf nadj meiner lUrtfidjt, 
mie idj and) fdjon 6et einer StnHmbipng ber oortiegenben 'Stritt 
ausgestoßen fjabe **), bie gejammte SäHffenf^aft ber Qafym erridjtet 
raerben. Sie Sfbfidjt einer folgen Soufteltiing fjabe \d) jdjon bor ber 
|>erau§ga6e meiner ©djrift über bie ©ietigEeit gefajjt, aber erjl nadi 
(St fdjeinen berjeiben, unb mit Dielen Unietbredjungen, bieburd) gefteigertc 
SKnrtSgefctjafte unb anbete notfjraenbige arbeiten beränlafjt mürben, 
I)(i6e id) in ben Sauren 1872 Ms 1878 auf wenigen Stottern einen 
erpen (Sntnwrf aufgef abrieten, roelrfjen bann mehrere Eßnifjematifer 
eingefefyeu unb tptoeife mit mir befprodjen (jaben. (Sr trägt ben* 
fetten Xitel unb enthält, menu auef; nidjt auf baä Sefte georbnet, bod) 
alte roefeutlidjen ©tunbgebanlen meiner borfiegenben ©d)rift, bie nur 
bereu forgffttttge SluSfü^rung giejt; al§ foläje ^auptpitmte ermahne 
id) Ijier bie fdjarfe Itnterfdjcibung be§ ßnblidjen Dom Uuenbüdjen (64 |, 
ben begriff ber 9[njal)l mm Singen (161), ben ftadjtoeiS, bar, bie 
unter bem tarnen ber üoüftänbigen ^nbuefton (ober bei ©djüiffe* 
öon n auf n -f 1) befannte SäetueiSart tm'rflidj DetoeiSfräftig (59, 60, 
80), tmb bajs audj bie Sefmiticm burdj frnbuetton (ober Ötecurftott) 
beftimmt unb lüiberj^rudjgfrei ift (126). 

Siefe @<§rift fami 3eber berftetjeu, toetäjet Saä befugt, ma§ man 
ben gefunben iWenfdjettüerflanb nennt; p§üaf0b$if<$e ober matfje= 
maftfdje Sdjulfenutniife finb baju nirfjt im ©eringften erforberiidj. 
tOew'idö toeife W mo^I , bufj gar 3ttana>r in ben fajaiten^afteu 
©eftathm, bie \d) iljm üarfütjre, feine gapn, bie ifnt als treue unb 






*) ffletijl. §.. 3 meiner Sctjrift : „etetigfeü uuh fcwitiimale S^len" 
(SBrmntidjroeiß, 1872). 

**) 2>mtf)let'3 ätotlefimgen über QaJUititytatk, bvhtc Auflage, 187J), 
$. 163, Inmerfung auf S. 470. 
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tiertraute fjteunbe burd) ba§ gan^e Sefieu begleitet f)abeii, fauin uviebet- 
etfetmäi mag-, er wirb burd) bie lange, ber SBef^affenljeu' unferes 
Sieppen-äSetftanbeS entjbredjenbe 9teif>e tum einjagen Sd)Iüffeu, burd) 
bie nüdjterue getglieberung ber ©ebarifenreiljen, auf benen bie @e= 
fe^e ber $d$leti betufjen, afjgej(§teät unb imgebulbig ba ruber werben, 
SSetoetfe für Baljtr/eiten uerfolgen gtt foüen, bie tt/m nad) feiner üer= 
meintfidjen inneren Wnjdjaimng tum nonirjerem einlendjtenb unb getoi| 
erjdjeinen. S<$ erblide bagegen gerabe in ber s }J£ög[id)f'eit, joldje 
gBaljrljeiten auf anbete, einfachere jurü^ufür)ren , mag bie Sftetlje ber 
<Sd)Hijfe uod) fo lang unb fdjembar funfflid) fein, einen übet^eugeuben 
SetoetS bafür, bafj iljr SJefijj ober ber glaube an fic niemals un- 
mittelbar burd) innere 9lnfa)auung gegeben, fonbern immer nur burd) 
eine merjt über weniger iwüftanbige9£iebeitji)(ung ber einzelnen ©djlüffe 
erworben ift. 3a; möd)ie bieje, ber ©djneüigfeit it)rer $fu§für)rung 
wegen fdjmer ju berfolgenbe ©enft^ütigfeit mit berjenigen uergieidjen, 
meldje ein üotlfommen geüfitet Sefer beim Sefen berridjtet", aud) biejeö 
Sejen bleibt immer eine mein: aber weniger Dollftiinbige SBieberfwlung 
ber einzelnen Sd)ritte, weld>e ber Anfänger bei betu muffeligen 33ud> 
ftabiren auajufür)ren Ijat; ein jeljr Keiner Sfjeil bet|e(ben, unb ! be§r)atö 
eine fetjr fteine Arbeit ober Stnßrengung beä ®eifte§ rcidjt aber für ben 
geüöten Sefer fdjcm am, um ba£ ridjtige, maljre Sßort ju er!ennen, 
freiltd) nur mit fefjr großer SBaljrfdjeiniidjfeit ; benn befanntlidj 6e= 
geguet ei and) bem geübteren Korrector Don geit ju geit, einen 
©rUcffepr [tetjen jw taffen, b, l). falfdj &u lefen, \va% untnöglid) wäre, 
wenn bie jnm ^udjftabiren geprige ©ebanfenfette üoflfiünbig wieber= 
ijoli würbe, ©o finb wir aud) frfjon nou uujerer ©ebutt an beftäubig 
unb in immer fkigenbem s Hlnfje beranfaJBt, Smtge auf Singe ju 
bestellen unb bamit biejeuige pljigfeit be§ ©elftes &u üben, auf weldjer 
und) bie ©djööfung ber galten beruht; burd) biefc fd)im in unfere 
elften SefienSjatjre faflenbe unabiäffige, wenn aud) abftdjteloje liebung 
unb bie bamit üerBunbene SBifimng iwu Urzeiten unb ©djlujjr eiljen 
erwerben wir uns aud) einen ©d)a| üon eigeutlid) aritljuiietijdjen 
SÖar)rl)eiten, auf tueldje [bätet uiijere erfien Sefjret fid) wie auf etwa« 
@infad)e§, ©elbftoerftänbliajcä, in ber inneren 9tnf$auung (Begebene» 
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berufen, unb \o fnmmt e*, bajj manrfje, eigentlid; fet)r gufammen- 
gefegte begriffe (mie j. 59. ber ber Shtjafl uott ©Ingen) fälf<$U<§ fili 
einfad) gelten. 3n biefem @mne, ben id) burd) bie, einem befa nuten 
©Jmidje nadjgebilbetcn W&ottt ael 6 äv&QOTtos nQ&pqt&t &* 
jetdjne, mögen bie folgenben Stattet all ein 5öerfu<$, bie 28lffenf(§aft 
ber gaffen auf einfjeif lieber ©rmtblage ju errieten, too^Itaoflenbe 
Stufno^me finben, unb mögen fie anbete lütaitjematifet baju anregen, 
bie langen Meißen öcn edjlüfjen auf ein fiefdjeibenercs, angenehmeres 
s Ka}5 äutüc^ufüfjrcn. 

©ein 3 werfe biefer ©<§rift genial} beidjtäufe id) midj auf bie 
Settadjtung, ber Steige ber fogenannten natttdidjen gafjlen. 3n toeidjer 
9(rt tyäter bie jdjrittroeife grtnettenmg bc* 3 ar)l begriff e§, bie ©d)öpfuug 
ber S 3M, ber negativen, gebrochenen , irrationalen unb eompleren 
Sagten fletS burd) gurttdffüfjrung auf bie friifjeren begriffe f)erju= 
[teilen tft, unb jjWar oljnc jebe Ginmifdjuug fmubartiger Sorftetl muten 
(tote |. 33. ber ber meji&aten ©iöf;eu), bie nad) meiner Sluffaifung 
erft bind) bie 3alj(en = Riffen fdjaft ju üoflftünbtger fifor^eit erhoben 
werben fönuen, bn» lja'be icf) roenigflen§ an beut 33eij{jicfe ber irtatio- 
nalen Qatym in meiner früheren ©«$rift über bie (Stetigfeit (1872) 
gezeigt; in ganj äbniidjer SEDeife (äffen fid), itrie id) bafelbft (§.3) aud) 
fdjan aitöge [prodjen l)n6e, bie anbereu (Srmeiterungeu (eid)t befyaiibelu, 
utib id) behalte mir bor, biefem ®egenftanbe eine jujatnmenljängenbe 
©arftellung %u luibmen. ©erabe bei biefer Stuffaffung erfdieiut ei 
al§ etroa? ©elbftoeuftänblirtjes unb bürden* mcjjt <Keue§, bajj jeber, 
aud) noa) jo fern ttegenbe @a| ber SUgeora unb fjöfjeren 9(nau)ji& 
fid) aU ein @a£ über bie natürlirfjen gaffen ouäjpredjen föfjt, eine 
äBe$auJjtimg, bie tdj aud) tmeber!)o(t aus bem SJtmtbe üdii ©irirf)(et 
gehört tjabe. 916er id; erblirfe teinesroegä etwas Serbien fttic^cS barin 
— unb bn§ lag aud) ©irtdjlct gänjlkfo fern — , biefe miitjfetige Um* 
idjretbung luirfüd) üarnefjmen unb feine anberen, a(ä bie natütlidjeu 
$afym benutjeu unb anerfennen jii motten. 3m ©egentljeü, bie 
grö fiten unb frudjtbatffen gortfdjritte in ber 9)catl)etuatif unb anbereu 
^Biffcufrijaften finb öotäugämeife burd) bie ©djöpfung unb ginfüfjtung 
neuer begriffe gemadjt, nad)betn bie häufige SBieberfeljt jufaunueu= 



^^^^^^^^^^■9 



Bj^nHMBB^HMnant^^B 



VII 



gefegter gridjeimmfleit , iueKi)e tum ben alten Gegriffen nur mü|fclig 
beljenjdjt werben, baju gebrängt Ijat. Uetier biegen ©egenftanb fjnbe 
idj im ©ommer 1854 bei ©elegcn^eit meiner Habilitation als ^Sriöak 
borent ^u ©öttiitgetl einen Sßortrag bor ber p()i(ojop^ifc£)eu §?acultäi 
§it Ijalten gebäht, befjen 2t6fi<$t nud) üon ©aufj gebilligt rautbe: bod) 
ift fiier nidjt ber Ort, näfjer barauf einjugefjen. 

$ä) 6ettu|e ftatt bejfcn bie Gelegenheit, nod) einige iBemerhmgen 
511 machen, bie fidj auf meine frühere, oben eitücifjnte ©cfjrift über 
©tetigfeit uub irrationale $ai)\m bejieljen. Die in iljr Dorgetiagene, 
im Apetbfie 1858 erbaute SJjeorie ber irrationalen galjlen grünbei 
[irfj auf biejenige, im ©ebtete ber rationalen galten auftretenbe (5r= 
fdjeinung (% 4), bie idj mit bem Flamen eines Sä)nitte§ belegt uub' 
pevft genau euipijdjt Ijabe, unb [ie gipfelt in bem 33emeife ber ©tetig^ 
teit be» neuen Gebietes ber reellen 3a§l fin (§■ 5- IV). ©ie fäjeint 
mir etröa» einfacher, i<$ möchte fagen ruljiger, gu fein , al§ bie beiben 
mm it)r unb bon eiuauber berf<$iebenen Sljeoiieu, meldje bon ben 
Öerren SBeierfiraß unb ©. Santo aufgeteilt fiub unb ebenfalls üofU 
tommeue Strenge 6efi|en. ©ic i[t fpäter ofme roejeutlidje Wenbemng 
Don Jomm U 3)ini in bie Fondamenti per la teorica delle 
funzioni di variabili reali O^ifa, 1878) aufgenommen; aber ber 
Umftanb, ba| mein 9came im Saufe biejei* Stotjieflung nidjt bei ber- 
ief djreibung ber rein aritfmteti jd)en (Sr jdjeinung, be-3 ©d)nitte§, fonbern 
zufällig gevabc ba eiluätntt urirb, tno e§ fidj um bie ©rjftenj einer 
bem ©djnitte entfjjreajenben meßbaren ©roße Ijanbelt, fimnte leidjt 
■ju ber Sßermutljung führen, bajj meine Sttjearie ficCj auf bie 39etra(§= 
tung foldjer ©röjjcn ftütite. 9iidjt§ formte unrichtiger fein; tnetmelu' 
babe idj im §. ;-J meiner ©dnift öerfc|iebene ©riinbe angeführt, me»= 
t)a!b idj bie Cvinntifrijung ber meßbaren ©rußen gän^lid) uermerfe, unb 
namentlich am ©djtujfe t)in[id)t(id) bereu ©uificnj bemerft, baß für 
einen großen %i)nl ber SQöipnfäjaft nom üJlaumc bie ©tetigfeti feiner 
(iiebilbe gar nidjt einmal eine notfjtuenbige 33orauäfe|ung ift, gang 
nbgejeljeu bauon , baf] fie in ben SBerfen über ©eometrie jtDar iudIjI 
bem Sftamen nad) beiläufig ermäf)nt, aber niemals beutlidj erllärt, 
alfo audj nidjt für Seroeife ^ugdnglidj gemadjt mirb. Um bie« nod) 
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iuir}er iii erläutern, bemerfe id) beifüietetneiie golgeubeä. SBäljti tttötl 
bici nui)t in einer ©crnben tiegenbe püncte J., 5, narij 33elieben, 
mtr mit ber 33efi$ränfuTtg , bajj bie SBer^äftniffe itjrer (Sntfernimcum 
AB t AC,BC afge&räifdje *) 3a()(eu finb, unb fiefjt man im 9tauine 
nur biejenigen puncto If at§ tmrljanben an, für metdje bie S5er^alt= 
utfje boti Jlüf, BM, GM |u yiJj? ebenfalls algebraijdje 3a$len 
finb, fo ift ber auä biegen ^uncten Jf befterjenbe 9caum, wie leidet 
:,ti fcfjen, überall unjlettg; ober rrofc ber Uujiettgfeit, Sücfenjjaftigfeit 
biefe» 8taume§ [int) in ifjiu, fo niel idj fefje, alle Gonfiructioncn, 
roeldje in ©ullib'S Elementen auftreten, genau ebenjo ausfüljrbar, rote 
in bem üoflfommen fteiigen 9hiume; bie Unftetigfeit btefeS 3taume§ 
mürbe bafjer in ©utWä 2Öi|fenfdjaft gar nirfjt bewerft, gar nid)t 
em pf u üben raerben. Senn mir aber ^cnmnb jagt, mir tonnten unl 
ben 9toum gar nidjt anberä als ftetig beulen, fo mödjte td) ba§ 
6ejtocifeln unb barauf aufmerfjam nmdjen, eine wie weit bor* 
gejdjrittene, feine mtffeu)d;)aftlia> SSilbung erforbetlidj tft, um nur 
ba§ SBejen ber ©teiigfeit beutürf) -ul erlernten unb um $1 begreifen, 
bajä aufjer ben rationalen @rbficn = 93erf)ältniffeu audj irrationale 
aufjer ben algebraifdjen audj trauscenbente benfbar finb. Um jü 
fdjöner erfdjeint e* mir, bafj ber ffltenfdj otnie jebe SBorjtelhmg uon 
meßbaren ©röjjen, unb jtoar burrf; ein enblid)e» ©tjftcm einfacher 
Senifrfjritte fid) -uir ©djöpfung beä reinen, ftetigeu ;galjlenretct)e§ auf* 
fdjwtugen fann; unb erft mit biefem §iUfäimttcf mirb e§ iljm nadj 
meiner Slttjtdjt möglid), bie iBorfteflimg vom fteiigen Sräüme gu einer 
bentlidjen auSjubilben. 

Siejclbe, auf bie (Srfd)eiuuug beä ©dmitteä gegrünbete -Lfycorie 
ber irrationalen ,^at)len finbet man auri) bargefteltt in ber Intro- 
duction k la theorie des fonctions d'une variable üou 3. Statuten) 
$kriS, 1886). SBenn inj eine Stelle .ber Süorrebe biejeä SBerfes 
ridjtig im-fter)e, jo fjat ber §err SBerfüffer biefe SEljeorie feibflünbig, 
alfo $u einer ;Qeit erbadjt, wo it)m nid)t nur meine <Sä)rift, fotiberu 
aua) bie in berfelbeu SJotrebe ermähnten Fondamen ti uon 35ini 

*) SDtridjTefS H 4>m(ejmujcrt über Sohlen trotte, S, 159 tier ämdten, §. 160 
ier biitten ^tu'flfigc. 
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ttoäj imbeEtmnt untren; biefe Uefiereinftimmung fdjeiut mir ein er= 
fireultcCjer SSemetä bafür ju fein, baft meine Sluffojfung ber Statut ber 

©atfje entfmridjt, toal aud) bon anberen SMatijeinatifetit, %. 33, tum 
£)erm W. ^afdj in feiner (Einleitung in bie Differential- unb SntegvaU 
redjmmg (SeÜpjig, 1883) anerfannt tft. dagegen Eann idj Iperrn 
Sannen) nidjt ofjue SBeitexel öcifiimtnen , toenn et bieje SEfjeorie bie 
(Sntltmfelung eines üon §erm % Sßerttanb tjemdjrenben ©ebanfenä 
nennt, roeldjer in ieffen Traite d'arithmetique enthalten fei imb 
baiin beftelje, eine irrationale 3at)f p befimren burd) Angabe aller 
rationalen 3at)Ien, bie Heiner, unb aller berjenigeu, bie größer finb 
al§ bie ju befinirenbe 3^)f- o lt biejem \Mu§jptud), ber bon fjetrn 
C. Stolj — wie e» jerjehtt, ofjue nähere Prüfung — in ber SSorrebe 
Viiii jraetten Steile feiner ^orlefungen über allgemeine ^lätljmetif 
(Seidig, 1886) tiüeberfjolt iji, erlaube idj mir golgenbeä 511 bewerfen. 
S)afj eine irrationale 3af)l burc^ bie eben betriebene Angabe in ber 
21jat al§ oollftänbig beftintmt anpfeifen ift, biefe ltct>eräeugunn ift 
arme otoeifcl attdj tun: £iemt *öertranb immer ©enmngut aller 
■lUatljematifcr geiuefen, bie pdj mit bem begriffe be» Srrationalen 
befdjäftfgt fjaben; jebem SRedjwer, ber eine irrationale 3£ur$e[ einer 
©leidjung näljerungStueife beredjnet, fduuebt gerabe biefe 9lrt iljrer 
SSejümmung bor; unb wenn mau, nüe e§ igm Serttaub in feinem 
SBerf'e auSjdjUeüUdj tl)ut (mir liegt bie adjte Auflage an% bem 3fat)re 
1885 noc), bie irrationale Qa^I als SBerljältniji meßbarer ©röjjen 
auffaßt, fo tft biefe 2lvt iljret Seftimmt^ett fdjon auf ba§ ©eutfidjfte 
in ber berühmten Definition auSgcfürodjen , luetdje (Snffib (Elemente 
V. 5) für bie ©feicf)$ett ber SSer^ftltnifje auffiellt. ©Jen biefe uralte 
Ueberjeugimg ift nun getuiji bie Quelle meiner Xfieone, raie "Derjenigen 
be* £>ernt SBertranb uttb ntaud)er anbereu , tneljr ober weniger burd)« 
gefügten 3$erfu<$e geniefen, bie @infüt)rung ber irrationalen Qa^len 
in bie Mritfjmetif 511 begrüuben. 316er menn man £>erru Faunen» 
fmueit uollftanbig beiftimmen ünrb, fo mu| man bei einer tmrffidjen 
Prüfung bort) fofori beiner fett, bafc bie SBatjieflung be* jpenn iVrtranb, 
\x\ ber bie (Stfdjeimmg be§ ©djuitte» in itjrcr logifdjen Steinrjett gut 
nidjt einmal ermahnt tm'rb, mit ber meinigen burdjauS feine SUfinliä)* 



feit tjflt, injofern pe fogleidj ifjre gufutdjit gu ber ©xiftetis einer mefs* 
Innen ©tö|e nimmt, öjqI id) au» bcit üben fiejprodjcneit ©rünben 
gär^tiä) uexiuerfe; unb aljgefefjen öon biefem llmftanbe jtfjcint mir 
biefe Darfieflung aud) in beu ttadjfolgenben , auf bie Wnnafjiue bicier 
Sjiftenj gegrünbeten Definitionen unb Setoeifen nod) einige io tuejenU 
lidje Süden barpfiieten, bafi id) bie in meiner ©äjrift (§. 6) au§= 
gejbrodjene ffiefjaubümg, ber ©a& V 2 . V 3 = V 6 [ei nod) nirgenbs 
ftreng lietuiefen, aud) in öittfidjt auf biefe§, in maitdjer anbeten 53e= 
Stellung irep<$e SM, toelä)e§ id) bamalä nod) ntrfjt tonnte , für 
geredjtfertigt fjutte. 



^ n v 5 6 ur g , 5. Cetofcer 1887. 
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'Boruiürt gur groetten Auflage. 

Die borliegmbe ©djrift fjat 6alb na<$ ifjrem (Sijdjetnen neben 
giittfHgeti attdj ungttitjttge ^eurtljcUungen gefunben, ja el finb itjr 
arge g-etjfer uovgenjotfen. 3d) Ijabc midj üon ber Sftiä)tigfeit biefe* 
Sßotroiirfe nidjt ÜBerjeugen tonnen unb laffe jeltf bie feit ^urgent Der» 
gtiffene ©djrift, ju] bereit öffenttid)er SSerfljetbigüng es mir an ;Seit 
fef)lt, ofmc jebe Wenberung tuieber abbrurfen, inbem td) nur folgenbe 
SÜemerfungeit beut erften Storni orte tjiitjttfütjc. 

Die (£igenfd)aft, roeldje id) als Defintlion fii-tj beä unenblidjen 
©nfiems" benu|t $a$e, i|i fä)on war beut (Srfdjeinen meiner ©djrift 
üütt @. Santa (©in ^Beitrag jur "SHcmnigf altigfeitäle^rc , (uetle 1 » 
Journal, $b. 84; 1878), ja [agat fdjon bon Söoljano (^Jarabojien 
be§ Uneitbiidjen §; 20-, 1851) fjeröorgctjoben. 916er tetner ber ge= 
nannten ©djriftjleflcr (jat ben Ukrfurf) gemadjt, bieje ©igenjdjaft jur 
Definitiott be§ llncnbltrfjen jh etljeoeii unb auf biejet* ©runbiage bie 
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XI 

SBifieiifdjaft Dem ben 3a§ten ftreng logijd) atif^ubaneii , unb gerube 
{jierin befteljt ber 3n||alt meiner mutanten Sirbett, öie id) in allem 
Sejeuttidjcn fc£>oit mehrere Satjre bot beut (S-rfdjeineu ber Slbljanblttttg 
odh ©. Kantor unb ju einer 3?i£ uoUenbct fjatte, als mir ba§ SEÖetf 
bon SMsano felb ff bem Kamen nad) g&tjlidj) unfiefannt mar. §für 
Diejenigen, meldje 3nteref[e unb SBerjlänbnifj für bie ©djroierigleiten 
einer faicfjen unterfua)ung fjaben, bemerfe id) nodj gfolgenbeS. 9Won 
!ann eine ganj anbete Definition be§ (Snblidjen unb lluenbiidjen 
aufteilen, meldje infofern nod) tnnfadjer erjdjeint, al» bei iljr nidjt 
einmal ber SBegriff ber Weljniittjfeit einer ^Ibbübung (26) borau§= 
gefetit toixb, namlid): 

„(Sin ©bffem S fjeifst enblid), roenn e§ fid) fo in fid) felbft 
abbilben läf^t (;-S6), bafj fein edjter Stjeil (6) Don S in fid) felojl 
abgebilbet inirb; im enigegengejejjten ftafle Ijcifjt S ein unenbtidjel 
Sbftcm," 

9hm madje man einmal ben SBerfudj, auf btefer neuen ©ruub- 
tage ba§ ©ebäube 511 errieten ! TOan toirb alSBalb auf gro[je 
<5 di mierig feiten ftofien , unb idj glaube Geraupten ju bürfen, bafj 
felbft ber Sftodjiocte ber üoHjMnbigen ttebereinftimmung biefet 5öefi= 
uition mit ber früheren nur bann (unb bann mal) leidji) gelingt, 
tuenu man bie 9tob> ber natürlichen 3af)len jdjon aU enttoitfett 
anjeljm unb und) bie ®d)Iuf}bctrad)tung in (131) 311 £>ülfe netnnen 
barf; unb bnrf) ift bon allen biejeu ©tngen meber in ber einen nod) 
in ber anbeten Definition bie Siebe! 9Kan itürb batet erlennen, »nie 
feljr grop bie Slnjaljl ber ©ebanfenjrfjritte ift, bie ju einet foldjen 
Umformung einer Definition erforberlidj jinb. 

dtroa ein $afjr nad) ber Verausgabe meiner @<$rift fjabe id) 
bie fd;ou im 3aJ)re 1884 etfcjienenen ©runblagen ber 3frit§metii 
bon ©. grege tennen gelernt, 2Bie berfdjieben bie in biefem SÖerfe 
niebergelegte Stuft cf)t über baS Sßefeu ber Qafy. bon ber meinigeu audj 
fein mag, jo enteilt eS, uamentlid) oon §. 79 an, bodj andj fet)r 
na (je Sßerüljruugsbimcte mit meiner ©djrift, inSbejonbere mit meiner 
(Sri länmg (44). greilid) ift bie lieberem fthmmmg megen ber ah^ 
iuetct)cnben 9tuSbxud§tueife nidjt ieidjt 511 erlennen; aber jdjon bie 



xn 

Sepmmiljeit, mit meiner ber SSetfaffet fidj über bie ©djlujjttpeife üon 

n auf n -j- 1 auäjprirfjt (unten ouf S. 93), jetgt beutlid), ban er 
Ijier auf bemjelöen ©oben mit mir flefjt. 

SnätDtjc^cn finb (1890 — 181)1) bie SSortefungen über bie 
Wtgefca ber 2ogif oon <&. ©djröber faft öbllfiänbia, erf<$ienen. 9&tf 
bie Sebeutung biefe» fjödjfi anregenben 2Berfe§, bem iäj meine größte 
s J(nerfenmina, sotle, Ijier nafjer ein^ugeljen i[t unmöglidj; melmefjr 
tuödjie id) midj nur entfdjulbigen , baf} id) irotj ber auf 6. 253 be» 
erften SljeileS geinadjten ^emerfuug meine etroa§ jdjiüer fälligen 33c- 
Widmungen (8) unb (17) bodj beibehalten Ijabe; biefeßien mndjen 
(einen Wujpnirf) barauf, allgemein angenommen 511 toerben, jonbetn 
bejcjjeibcn fidj, lebiglidj ben 3toe(fen biefer aritlunetifdjen Sa)rift 51t 
bieneu, roogu fie nad) meiner 9Iniirijt bejjer geeignet finb, afö ©ummen* 
nnb ^robuctjeidjien. 



tparjourg, 24, Sfoguj! 1893, 
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$5orn)ort 5111" brttten Auflage. 



1\l% \d) uor etroa arfjt Saüjren aufijeforbctt ranröe, bte bamctB 
}ä)on öergriffeue jineite Stnflage biefer Sdrrifi buvrfj eine brüte gU 
erjejjen, trug id) 33ebeitfen bnrauf einpgeljett, mett htytoiföen [id) 
^tueifel an bei* 3id)err)eü tuidjtiger ©runblagen meinet 9lu(fa(fnng 
geltend gemoc^i Ratten. *3Me Soeben tung u nb teilroetje 33ered)tiguug 
biejer .3 m fU e ' ftttfatne id) aad) I)eute nid)t. Slber mein Vertrauen 
in bie innere Harmonie imferer Sogif ift büburd) nidjt er jdjüttert ; 
id) glaube, bajj eine ftrenge ituterfitdumg, ber ©djöjjferfeaft beö (SeifteS, 
aus Beftimmten Elementen ein neues 23e[iimmte§ , ifjr Aftern 511 
erraffen, bn§ tiotiuenbig Den jebeni biejer Elemente ü ergeben i[t, 
gemif? bog« führen mirb, bie A ©runblagen meiner Sdjtift emh)tirtb= 
frei 511 gepalten, 2)nrdj anbere arbeiten bin id) jcbodj uerfyinbett 
eine \o jdjimerige Unterfudjung 511 (?nbe 511 führen, unb id) lütte 
bafjer um 9hd)fid;)t, luenu bie <Sd)rift jelrt bod) in ltngeänberter 
gorin &mn brüten üOiale erfdjeint, foa§ fid) nur baburd) rechtfertigen 
läjjt, bnjj baS ^ntereffc an ifjr, rote bir anTjnItenbe 9tacfjfrage ^eigt, 
uodj nid)t crlojdjen ift 



SBraunjdjtueig, 30, September 1911. 
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S- L 
©pfieme üon Elementen. 



1. tun gjDlgenben öerjtetje id) unter einem Sing jeben 
(SJegenjiartb unjeriS Deutens. Um bequem oon ben Singen funken 
ju tonnen, bejddjtiet matt fie buretj Qcirtjen, 5. 33. bunt) Sücfjftaüett, 
unb man erlaubt fid), !urj bon bcni Sing a ober gar üon a pi 
fpvedjen, m man in SBaljrljeit ba§ burd) a 6ejet(§nete Sing, feines* 
töegS ben SJiidjftaben a fclbft meint. Gin Sing ift üofljläitbig be= 
fthmni bind) oüeS S)a§, toa§ bot! iljm aü§gejqgt ober gcbtidjt toerben 
toim @m Sing a ift baffefbe lote h (ibentifd) mit b), unb b 
baffeibe tnie a, wenn 9lfle§, mag üjjii a gebadjt toerben tonn, aud) 
öou &, unb tuciin 9Uie3, roa3 Don Z> gilt, and) üon a gebadjt merben 
faun. Safj a unb & nur 3 c 'djen ober tarnen für ein unb boS- 
fetbe Sing fmb, wirb burd) bn§ Seiten a = ^> Hr >b euenfo burdj 
b = a cnigebeutet. S[t ßujjerbem & = c, ift atfo c ebenfalls, 
tnie a, ein geidjen für ^ mit & bejeidmete Sing, fo ift aud) 
ö = c. S[t bie obige Heberet 11 fti 11 1 nuttig beS burd) a BejeicEmeten 
SingeS mit bem burd) & be^cidjncten Singe tmtjt üorlmnben, \o 
Ijetjjeti biefe Singe a, b betrieben, a ift ein mibcre» Sing ttric b, 
b ein aubereS Sing tüie a; e§ gie&t irgenb eine ©igcujdjaft, bie 
bem einen &ufofmtit, bem anberen nidjt jttfottttnt, 

2. ßg fommi feljr tjfiufig bor, bäfj betriebene Singe a f b,c... 
au§ irgenb einer 33eranlaffnug unter einem gememfamen ©efü 

1 



buncte aufgefajjt, im (Reifte gufammengefleflt tnetbttt, unb man faßt 
bann, bafs fie ein ©Ijfiem 5 bitben; man nennt bie '©iuge 

a, b, c... bie Stein ntte ües ©i)ffem§ S t fie pttb enthalten 
in £; umgcleljrt 6eftefjt £ an» bieifen (Elementen, ©in foldjeä 
©bffem S (ober ein SnBegriff, eine TOanuigfattigfett, eine ©cfantmt« 
rjeit) ift als ©egenftanb unjjeieä ®enfen§ ebenfalls ein ©iug (1); 
c3 iff üütlffanbig bcfiimmf, meint bon iebem §)ing Beftitmnt ift, ob 
e§ Clement bon S ift obei tüi$t*). ©a§ Sljjiem £ ift bütjer baS* 
f elfte tüie ba§ Stjffem T, in Scidjen S = T, toentt iebel (Hement 
uon £ auä) Clement bon T, unb jebe§ Clement bon T aud) (Stemefrt 
bon S ift. gut bie (Sicidjffirmigfeit ber 9(u§brutf§meife ift e§ bor« 
tfjeilfjaft, and) ben befonberen goß jiiaulaffai, bttfe ein ffyftem S 
au§ einem einigen (an» einein unb nur einem) glement a fiefieljt, 

b. ^. bafj ba§ Sing a Element bon 5, aber jebc§ bon a bet- 
riebene Sing fein- Clement bon 5 ift, ©ageejen motten luir bu» 
teere ©nftem, iwldjes gur fein (Stein ent enthält, ouS gern iff en ©tünben 
f)ier ganj GU3fd)liefjen, obraoljt e§ für anbete Untetfudmugcu bequem 
fein fann, ein fotdje§ $u eibid)ten. 

3. ßtllärung. (Sin Snftem A f)eif}i 3: t) e i I eines ®i)fieiu§ S r 
roenn jebc» ©erneut bon J. audj (Slemetit üon S ift ®o biefe 
SÖegictjung atmfdjen einem ©rjjlem A unb einem ©nfteiu 6* im 
gotgenben immer uüeber $ur Sbrndje tommeu wirb, fo iboflen mir 
biefelüe %m WMx%\\\\% burdj bo» geidjen AIS ausbrütfen, ©aS 



*) Inf tocldje ffieijc bieje SBeflimmtTjeit au ©taube fmmut, unb cfi mii- 
ciiien Sßeg fentieit, um Xjktübec 311 entjtfjeibeu, ift für nllel ftofßenbe ßänjlid) 
ßlddjflültig ; bie ju enttoidelnbcn allßetiicincn ©efetje fjäußftt batmu gar itidjt 
ab, fie ßciten unter fttttti Untfläuben. Sd} errechne bie§ auSbrücf Itrt) , lucil 
§m ^roneefer üof fiuräcm (im Sairt 99 beg ^ournat§ für 9ftät$eiiicttif, 
S. 334 bt§ 336) bet freien aSeßriflSd Übung in ber *ÖJ<ittjetiMlif ßciwiffe äe* 
frfjränlunaen ^at auferlegen luotfen, btt idj nidjt atS taca^ttgt auer!etutej 
nätjer hierauf eiiiäiigetjen cijcfjeint aber erfi iomi ßcliDten , Wenn ber au§? 
geäctä^nete 3)ktt;cmnti(er feine ©rünbe für bie giolljuienbigfett ober nudj mit 
bie 3»DecEmä^igfeit biefer SBefdjränlungon üerB||cntlid)t IjtiBeit toivb, 
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umgefe^rte geidjen StA, moburd) biefetöe 2|atfae§e beaeidjnet 
tnerben tonnte, toetbe \d) ber SBeuilidjfeit mtb ©infndjfjeit falber 
gänjlid) bermeiben, aber id) merbe in grmangetung eine§ Bejjercn 
SBotteS biStoetlen feigen, baß S ©onjcS uon J. ift, tboburd) alfo 
cmlgebrütft tncrben fofl, bn|3 unier ben Elementen Don £ fid) audj 
alle ©lemmte bon J. befinben. Sa ferner jebe» Element 5 eines 
©öftemS S nad) 2 felbft als ©tjfteiu aufgefnfst tnerben fmm, fo 
fönneu mir audj hierauf bie Segeictjnung s$S amueuben. 

4. ©ajj. infolge 3 ift J.3A 

5. Sa£. 3ft ^.^JB unb B1A, fo ift A = 5. 
§er Sßeiuei» folgt ouS 3, 2. 

6. Srfläruug. (Sin ©ijftem J. Sjeifjt edjtet 2$eÜ bon S, 
roenn A %l)t\l bon S, aber betrieben öon £ ift 9?ad) 5 ift bann 
£ fein %l)t\{ bon -4, b. $. (3) e§ aiebt in 5 ein Slement, toel^cS 
fein Element bon A ift. 

7. eatj. 3ji .«B.B, unb #3 C, toa§ au«^ lurj bind) 
AI BIG hqnd)m\ werben tann, jo i[t .4-3 C, unb jmar ift J. 
genrifc eäjter 3$eft bon C, wenn A ecktet £jjeil boit I?, ober menn 
J? edjter 3$eil bon C ift. 

©er 93eraei§ folgt aus 3, 6, 

8. Qttifcuiig. Unter bem öü§ irgenb lueldjen ©fernen A, B, 
€... $u f am mengef eisten Aftern, roel<$es mit M {A, B, C.) 
bejei<$net werben foU, wirb "Dasjenige ©tjjlcm berftanben, bejfett 
Elemente burdj folgenbe SBorf^tift befiimmt werben: ein Sing gilt 
bann unb nur bann als Clement bjon M (A, B, G...), wenn 
e» Clement bon irgenb einem bei* ©latente A r B, G.,, t b. 1). @tr~ 
ment bon A ober B ober 0... ift. Wx (äffen audj ben gafl 
ju, bafj nur ein eittjige§ ©tjftem J. borliegt; bann ift offenbar 
JE (.4) = A. Sir bewerfen ferner, batj ba§ äül 4, -B, C... 
jufammengefejjte ©bftem M(A t B, G...) woljl ju imterfdjeiben 
ift bon bentjenigen ©nftem, beffeu Qtetfiehie bie Snftetne A, B, G... 
fei oft finb. 
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0, ©q&. Sie ©yftenie A, B t 0... finb SLCjcife uoit 

M {AB, C...). 
Set Selüciä folgt aus 8, 3. 

10. ©a$, ©mb A, P, C f ... Steile eines ©tj|temä 5, fo i[i 
M(A,B f C,..)1S. 

Set 33etueis folgt ouä 8, 3. 

11. ©a£, Sft P Sljcil Don einem ber ©tjjiente A, B, G.,. t 
]o ift P1M(A,B, C...). 

Set 93e)neiS folgt am 9, 7. 

12. ©ntj. 3[t jebeä ber ©nfieme P, $... ^^ Don einem 
bei: ©öfteme A, B, ö... f [o i[t Jt (P, Q..,)SM{A t B, C...). 

©et S&eioeiä folgt öuS 11, 10. 

13. ©n^. 3ft A §ufammengefejjt qu§ itgenb welken her 
eherne P, #..., fo i[t Ali\\ (P, £...). 

93eroei§. Senn jcbeä (Hcment üon A ifi nadj 8 (SIemcnt üon 
einem bec ©tjfteme P, $..., fotglid} naefi 8 aua) (Steinen* üon 
jH (P, Q..,), rootciuS nnclj 3 bei- ©a£ fötal 

14. Safe. 3ft jebe» ber Söfieme A, B, G... pfammen* 
gefeilt aus irgenb iueld&cii ber ©nfieme P, $..., ^o ift 

JR(A,P, C...)3Jt(P, ©.■:.). 
©es Bettete folgt nu§ 13, 10. 

15. ©a£. Sft Kbf§ ber ©Ijfteme P, Q... %t)t[l üon einem 
ber ©yfieme A, P, C'..., nnb ift j'ebeä ber letzteren jufommen« 
gefeijt aus irgenb melden ber erficten, fo ift 

jl(P, Q...) = M(A,B, C...). 
Scr SBeroeiß folgt ctu§ 12, 14, 5. 

16. ©al>. 3ft A = iE (P, #), nnb P = j& ( Q, B) , fo 
i|t M {A, B) = JH (P Pj. 

8emci§. Senn naetj bem bot^ergeljenben ©o^e 15 ift joiuoljl 

J| (4> Pj Qi§ Jfl (P, P) = M (JP, Q, P). 

17. Grtlnrimg. (Sin Sing # tjei^t gemciiijamcä Clement 
tev ©üfteme A, P, C., tuemi c5 in jeoem biefer ©nfteme (alfo 
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in A unb in B unb in C.) cntfjatteit ijl. @6enfo Jjeifjt ein 
©pjfem T ein ©emetnt^eH uou .4, B, G.., t menn T Sfjeil 
oon jebem biefer ©tjfteme ift, unb unter ber ©emein&eit bei: 
©tjficme A,B,C... üeiffeT)en roir baa üodftünbig Gefiimmte (Softem 
<£(^, 5, C..)» roelä)es flu§ allen gemeinsamen Elementen # 
bell A #, (7... tieftest unb folglid; ebenfalls ein ©cmeintfjeit ber* 
felben externe ifi SBir [äffen audj ttrieber bett galt p, baß nur 
ein einiges ©üjlem X borliegt; bann ift <6 (-4) = -4 ju fe^en. 
©3 fann ober aud; ber gfall eintreten, bafj bie ©ijftcme A, B, G... 
gar lein gemeinfameS (SIement, atfo aud) feinen ©emeintljetl, feine 
GJemeinfjeit beflfeen; pe Ijei&en bann ©nfteme o|ue ©emriut&eil, 
unb bn§ Setdjeu <g (A, B, ö...) ift bebeutungStoS (bergt, ben 
©ajfojj Don 2). SDBir »erben e§ aoer fafi immer bem Sefer übet* 
(offen, Bei ©ä^en über @emeiiü)eiten bie Sebingung ifjrer (Spftenj 
Öinjuänbenfen unb bie richtige ©eutung biefet ©äije auäj für ben 
3?afl ber üRiajt^jij'tenj ju finben. 

18. ©o|. Scber ©emeinitjeil bon 4 P, GL., ift 3#eil bon 
${A, B, €.,.). 

£>er SBefoeiS folgt nug 17. 

19. enjj. Seber Sfjcit bon ® (^ ,5, C...) ifi ©eineintljeit 
üoti A, B t G... 

©et Setueiä folgt aus 17, 7. 

20. ©ofc. SP }ebe§ bei ©njfeme A, B, G... @an»e3 (3) 
Don einem ber ©steine P, $..., jo ift 

Ö3 (P, e...)i«(4,4 C...). 
SSeroete. ©enn jebeS Clement bon © (P, Q . . ,) ift gemein* 
fameS Element bün P, Q..., atfo aud) gemeiufameä ©lernen! Don 
-4, P, C..., m. j. 6. iu. 
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21. (kftarung *). Unter einer 9t b fi i 1 b u n g 9 eiticS ©tjjiemS 
S ruitb ein ®efe$ nerftanbeu, intd) »eifern ju jebem bejUinmten 
Clement s öon S ein bejrimmteS Sing gehört, luelfljcS baS 33 Hb 
uon 5 fyeifjt unb mit 9 (s) &tyri$nrt wirb; mir jagen and), baft 
9 (s) beut (Sfaiteitt s cntfprid)t, bajj 9 (s) burdj bie 9(66ilbung 
9 aus s entfielt ober erzeugt wirb, bajs s burd) bie QbUIbtmg 
9 in 9 0) übergebt. 3f* nun T irgenb ein 3$eil Don S, fo 
ift in bcr Stbbilbimg 9 bon £ sugtetdj eine beflimmte TOilbung 
Hon T enthalten, roelüje ber Shifa$$eii megen rooljl mit bemfet&en 
geilen 9 bcjeidjnet werben barf unb bettin &ejle§t, bajj jebem 
Elemente * bee (Softem» T baffet&e SMlb 9 (*) entjjmc#, roelc&eS 
£ als Clement bon £ befi&t; sugleid) fofl baS ©üfiem, meldjcS aü§ 
allen Silbern 9 (t) befteljr, ba§ 93 üb Hon T Reißen uttb mit 9(7) 
bejeidjnet werben, rooburdj auef) bie SBebeutung bon 9 ($) etflärt 
ift. 9115 ein 33eifüiet einer Äilbung eines ©tijlemä i[t jdjon bie 
Belegung feiner demente mit beftim inten Qtifytn ober Flamen an- 
jufe|en. ©te einfalle Slbbilbung eines ©öfiems ift biejenige, burd) 
meldje jebeS feiner (Hemenie in fid) felbfi übergebt; fie futl bie 
ibentifdje »Übung be§ ©ttftemS Ijetfen. 3)er SJcquemiirtjfeit 
falber motten mir in ben fotgeubeu ©ü|;eii 22, 2a, 24, bie fidj 
auf eine beliebige abbilbung 9 eines beliebigen ©gftemS S be= 
gießen, bie Silber bon (Sleiuenteu s unb Stljcilen T entfpredjeub burd) 
s' unb T öejcidjnen; aujjerbem fe|en mir feft, baß Meine unb 
grefee lateinifdje 53uajfiaben otjue Wccent immer Steineute unb Steile 
biefeS ©bftemS S fcebenten foßen. 



*} Sßerßl. 3)itict)let'S ffiotlefungen über 8<tytentytaxb , brittc aufläse, 
1879, §. 163. 



22. ©a|3*). 3R A3i?, }o ift A'3£'. 

SäeföetS. Senn jebe» Clement üon AI ift ba» S3itb eines \\\ A, 
<üjo aud) in B enthaltenen Elemente» unb ift folgtid) Clement üon 
I?', tu. $. b. p. 

23. ©afc. $a§ SBiCb ton J(i,5, C.) ift J¥l(A',I?', C'...)- 
SBenieiS. S^eidjnci man bat ©ttftetn Jt(>i, J3, C...) f tueldjeä 

und) 10 ebenfaK§ Sljeil üon 5 ift, mit ilf, fo ift iebe§ Clement 
feines 33itbeä Jf' baS Siß> m' eines Elementes m üon if; ba 
nun f» und) 8 auä) Clement üon einem ber ©gjteme J-, I?, G..-., 
unb fplgftdj » ! Element Dpi! einem ber ©üfteme A', B', (?'..., 
eiljo und) 8 aud; Clement Don M (Ä, B', C . . .) ift fo ift und) 3 

M'lMUi'rB', C\..). 
$nbererfeit§> ba A t B, C. nadj 9 Steile üon M, alfo ^',2?', C... 
nad) 22 Sljeife üon M' firib, fo ift nadj 10 aud) 

ül (^', #, C . . .) 3 M', 
unb tjierauS in Stabinbimg mit bem Obigen folgt nad) 5 bet ju 
luiueifenbe ©a£ 

Jf ' = Jt (X B\ C'...). 

24. ©afc**). $aB Silb jebe§ ©cmeintfjeilä üon A B, G,.., 
alfü au<§ ba§ bet ©cmeinljeit $(.4, 2?, <7...) ift S^eil üon 
§{A!,B' t Ü' -...). 

S8eroei§. Senn bafjcflüc ift nad) 22 ßemeihfyeil üon J/,Z?', (?'..., 
iüörauS ber ®alj nad) 18 folgt. 

25. förflfirung unb 8a|. 3ft 9 emc Wilbung eine§ 
@nftem§ S> unb i> eine »Übung be§ 58ilbe§ S' = <p(S) f fo 
entfbnngt IjierauS immer eine auS 9 unb ^ juf am menge je^te***) 
Wbbübung üon S, meld)e bann befielt, bafi jebetn Elemente 5 
ton S baS 33ilb 

(s) = « (5') = * (9 (s)) 



*) SBerflt. Snij 27. **) Skrgl. 6ag 29. ***) Sine 3Btttoe$felung 
btejer 3itjnTiimfnifi3Hiia Don SDJfcifimngeii mit Vvjniigm ber ©yfteme üon 
Elementen (6) ift aurfjl niäjt ju kfiirdjfm. 



8 

eniffcrtdji, too tötetet 93 («) == s' gejeijt iß. $iefe 2(6Mtbung 
farni furj bura} bng ©inufcol #.g> ober $<p t ba§ 33ilb (s) but# 
1><p(s) beseitet toerben, tuobei auf bie ©ieflung ber geiäjett 
9, $ moljt }u acfjtm ift, toeil ba§ Setzen 9) ^ im WGgemeinen 
bebeutungglos ift uiib nur bann einen Sinn fjat, menii ip(S')lS 
ift. gebeutet nun % eine Stbbilbung beg ©öflemS $($) — i(>q>(S), 
unb 7j bie aus 1> unb # jujannnengefejjte TOUbung x^ ^ c » 
©bftems S', fo ift z (s) = %ip (<?') = n (<?') = v <p (s), aljo 
ftimmen bie 5ufanmtengefe|ten »Übungen fcö unb rj<p für jebeS 
Element s bon £ mit einanber übercin, b. $. eä ift xO = y<P- 
liefet ©q| tonn naä) ber Sebeutung bon unb q fügtiä) bntcfr 

X . t $ = % ty . <p 

auSgebrftdft, unb biefe au§ qo, ^ z äufommengefeijte tbfiÜbung fault 
fur^ burdj #^gp uejcicjjnei werben. 



§. 3. 

^efjulidjfeit einer 9Ibbitbung. ?T e t; n l i rfj e Süfteme. 






26. ©rttätung. (Sine TOilbmtg 9 eines ©nflemS S Jeifct 
ä^nltdj (ober beut(iaj), tueun berfdji ebenen Elementen a, b be& 
@ü|iemS iS jleis t)crfä)i ebene Silber a' — 9 (a), ä' = 9 (6) ent= 
fbredjen. Sa in biefem gaffe umgefetjrt au§ s' = t' ffetö s = t 
folgt, jo ift jebel (Element be3 ©bffemä S' = <p (5) baS 58i(b s' 
bon einem einigen, üoflfftinbtg Bejhnitnfen (Sfemenie 5 be§ ©ijjiemB S, 
unb man !ann bar)er ber Slbbilbimg 9 bon S eine um geteljitte, 
etwa mit gj ju bejeiä)nenbe 8fl)b1ß)ung beä ©uffemS 5' gegenüber* 
feiten, meldje barin beftcljt, bafe jebem Elemente s' bon 5' ba§ S3itb 
9 (s') = s entfbridjt, unb offenbar ebenfalls äl)nlicrj ift. (Ss leuchtet 
ein, baß 9 (S') = S, bajj ferner <p bie jn y geljörige umgefeftte 
5lbbi(bung, unb ba^ bie nadj 25 au§ <p unb y jjpfammengefeötc 



wm 
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»Übung 99 toie ibcntiföc TOitbung bon S ift. (21). 3"ßffi$ 
ergeben fiel) fotgenbe Ergänzungen ju §. 2 unter Beibehaltung ber 
bortigen SBejeidjmmgen. 

27. §o|*). 3ft AHB 1 , fo ift ,4.3 .R 

93etuei5. ©emt tuenn a ein Clement bou J., fo ift a' ein 
(Element üou J.', alfo audj Don 5', mithin = f, wo & ein Stein tut 
Don B\ ba ober nuä a! = V immet a = & folgt, [0 ift iebeä 
Clement a üon J. nudj Element bon B t to. &■ b. 10. 

28. 6dft. Oft X' = B*i jo iß X = I?. 
$er SEeiueiS folgt auS 27, 4, 5. 

29. ©oi>**). Sft ö = 6(4 B, C...), fo ift 

G' = 6(JL', 5', 0'...). 
SBetoefe. SebeS ©tement Don (5 (-4', 5', C'...) ift iebenfatlS 
in S' entgolten, cüfo baS SSilb g' eh«8 in 5 enthaltenen (Elementes gr; 
ba aber g' gemein jameS Element Don Ä' f B', C ... ift, fo tmijj 
nad) 27 gememfameS Glement Don A, B, 0,.., affo aud) dement 
bon G fein; mithin ift jebeg dement bon <&{A' l B t , C.) SSilb 
eines ßlementcS g bon £, atfo Clement bon <?', b, Ij. e§ ift 
6(X', 5', C f '...)3G', -unb IjierauS folgt unfer @n& mit SRtiä- 
fidjt auf 24, 5. 

30. @c|. $ie ibentifdje »Übung eme§ ©DfteinS ift immer 
eine ätjnlidje Stttö Übung. 

31. ©aij. Sft 9 eine ti^ntidje Milbimg bon S, unb ty eine 
üfjtttidje 3lbbübung Don <p (S), fo ift bie ou§ 9 unb $ Rammen- 
gejc&tc »Übung ip gp bon S ebenfalls eine ofmlictje, unb Die &u* 
gehörige umgele&tte Stüfrilbung y!p ift = 9^. 

SBemeiS. Senn üerfdjiebcuen Elementen a, l Don S entfprcdjen 
betriebene Silber a' = tp(a), b' = <p (&), unb btefen mieber 
betriebene Silber ip (»') = ^g> (a), * (&') = 4"p (&), alfo ijt 



*) SScrfll. ©ßlj 22 **) SetftC £a|j 24. 
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H)<P eine äljnlicfoe TOilbung. Uugerbmi gcgt jebeS Clement 
* 9 (s) = ty ($') bc3 <Softemg ^ 9) (5) birnlj y in s' = <p (s) 
unb bicfe§ bind; p in s über, nlfo gcfjt ^p(s) bur$ ^ in s 
über, m. 5. b, m. 

32. (Srttärmtg. Sie ©interne B, S tjci Hei; ätjulid), wenn e§ 
eine betartige ätjntidje »Übung tp bon S giebt, ba| g> (S) = 72, 
atfo aud) 9 (i2) = S toitb. Offenbar ift und) 30 jebeS ©öftem 
fidj fetbfi cljnWd). 

33. Sü|, ©inb ,R, 8 äfjnlidje ©bfteme, fo ift jcbe§ mit R 
äfjnlidje elftem Q aud) mit £ äljnMj. 

»etoetä. ©enn finb ?, ^ foldjc fi§n!ta> 3l&bilbungen bon 
£, B, ba| 9 (#) = M, $ (jß) =- g ID i l -b / j jft ( na d) 31) ijxp 
eine fol^e äfmlirfjc TOilbung bon 5, bafj ^-g>(S;= () wirb, 
tu. 1. b. m. 

34. Märtmg. 9Han fann ba|et alle ©bffeme in (Hoffen 
einteilen, inbem man in eine befiimmte Stoffe alte unb nut bie 
externe Q t B, 8... aufnimmt toeldje einem Befümmten Söflem B, 
beih Kebräfentttnten bei; gtaffe, ä!>nli<$ finb; und) beut borljer* 
geljenben Sajje 33 äubert fid) bie Stoffe nidjt, menn irgenb ein 
anbereg, itjr awge^örtgeS ©Aftern 8 aß tRepräfentont gemäht toirb. 

35. Saij. ©inb 72, 5 äf)ulid)e ©öfteme, \o iff jeber Sljcil 
bon 8 aud) einem Sjjeilc tion B, Jeber ed;tc 2:f;eit Don 6' aud) 
einem eckten Sfjette bon B afjnlia). 

ffleiueis. Senn roeun <p eine äfjuüdje 9tbbitbuttg uon S, 
<p(S) = B, unb TIS ift, fo ift midj 22 bo§ mit T äfmlidjc 
©Odern <p(T)lB; ift ferner T elfter Stjeii bon 8, unb s ein 
nidjt in T enthaltenes ©fernen* bon 8, \o tonn ba§ in B enthaltene 
Clement 9 (s) nääj 27 ntcf)t in y (T) enthalten fein; mithin ift 
9> (T) cd;ter £r>Ü bon B, w. 5. 6. m. 
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§.4, 



Sfb&itbung eines ©üftemS in fidj fclbjh 



• 



3G. (Srtlötung. 3ft g> eine iilnilirfje ober unüfntMje Mbbilbung 
eine§ ©wftemS S, imb <p {S} %ty\i eine§ ©fjftemS Z, fo nennen 
mir qp eine TOttbimg oou Sm Z, unb mir fagen, £ toerbe burd) 
y in 2" a&gefiübet. SDßtx nennen bafjer qp eine Slbbitbung be» 
©rj|tem§ 5 in ji<§ fetbft, meint tp(S)lS\%, unb mir motten 
in biefem Sßnragvapüjen bie allgemeinen ©efejje einer folgen 916= 
lii Ibnng <p unfetfuetjen. hierbei bebietien mir uns berfdkn 33ejeid> 
mmgen tote in §. 2, mbem mir mieber 93 (s) = s', <p(T) = T 
fc|en. ©tefe Silber s', T jinb &ufoIge 22, 7 jejjt felbft mieber 
Elemente ober Sijeile üou S, tote alle mit iatäuijdjen SBu^ftaben 
bejeufneten SMnge. 

37. Grfiärung. K%t\%l eine $ette, roenn K'IK ifr SOBit 
Bemetfeti ausbiüdfüd;, ba£ biefer «Rame bem Steile K bc§ @r.ftcm§ 8 
uuijt ctroa an fid) &ulommt, fonbern nur in SSejte|ung auf bie 
befummle »Übung tp erteilt mirb; in Sejug auf eine anbere 
Slbbißmng beS ,©t)ftem§ 8 in fiel? felbft famt K \d)i roor)l leine 
Hctie fein. 

38. <5a|. S ift eine Seite. 

39. ©ajj. $aS SBilb K' einer ffette Ä" i[t eine Äette. 
SSemeiS. Senn au§ K'IK folgt nad) 22 audj (K'flK', 

tu. 5. b, m. 

40. ©all. SP ^ K&eii einer #ette K, fo ift aud) A'lK 
aSemeiS. Senn aus J.3X folgt (und; 22) X'3tf', unb ba 

(uad) 37) JT3 ÜT ift, fo folgt (nad; 7) M lR t m. |. b. m. 

4L ©oj. 3ft boä SMlb J.' Sfjcit einet ffette L, fo giebt eS 
eine ffette Ä) rocMje ben SSebingungen AiK, E'IL genügt; unb 
par ift M (A, L) eine fotcfje flettc K 









12 

Beweis. ©ei$t man Wiiffid) K = M(A, L), fo iß nadj 9 bie 
eilte Sebingung A3 JT erfüllt. $a nadj 23 fern« K' — M (A' t L') f 
unb nadj teat/me A'3L, 17 3 £ iß, fo ift na<$ 10 cmd) bie 
anbete SSebingimg JT3L erfüllt, unb heraus folgt, weil (nadj 9) 
£3iT ift, audj K'$ R, b. T). X ift eine Fette, tu. |. b. w. 

42. ©q|. ßin aus (outet Seiten A, B f C... äufammew« 
gefe|teS ©rjfrem Jf iß eine Fette. 

33ewei§, 3)a (nad) 23) Jf = jJt (A!, B\ C'...), unb nad) 
Wimalm A'IÄ, B'3B, C'IC... ift, fo folgt (nacf) 12) M'3Jf' 
w. s. ß. w. 

43. @a|. ©ie ©emetntjeü £ üon lauter Selten A, B, Ü... 
ift eine Fette. 

5Bemei§. $a £ nacr. 17 ©emeintfjdt üon A, B, £?..., alfo 
£' nadj 22 @emeint$eü üon A' t B' t ü' ..., unb nad) Hnnat)me 
A'3A, #'3Z?, C"3<7... ift, fo ift (mtd) 7) G' audj ©emeinttjeil 
üon A, B, C. unb folgliä) nad) 18 audj Stjeil üon G, w. §. 6. ro. 

44. ©rflärung. 3fi A irgenb ein %l)t\{ öon S, fo Wollen 
wir mit A bie ©eineinfait aller beteiligen Letten (j. 93. S) Ge- 
&eio)nen, Don Wetzen A %fy\t ift; biefe ©emein&eit A ejtfhtt 
(bergl. 17), weil ja A felüfi ©emeintljdl oHet biefer Wetten ift. 
3>a ferner A naä) 43 eine Feite ift, fo wollen \m A bie Fette 
beä ©tjftemä A ober furj bie Fette oon A nennen, lud) 
biefe (Sttlätung bejieljt fid) burdjauS auf bie ju ©tunbe liegenbe 
Befiitnmte TOttbung <p bc§ ©nftemi 5 in ß$ felbft, unb wenn e3 
fjmtcr bet SJeutlidjEcit wegen nötljig wirb, fo wollen wir ftait A 
lieber ba§ Qäfym q> (A) fejjen, unb cbenfo werben mir bie einer 
anberen TOiflnmg co entfpteajenbe Feite üon A mit a (Ä) 6e* 
äeidjnen. <S§ gelten nun für biefen fefjr widjtigen begriff bie 
folgenbcn ©ä^e. 

45. ©afc. @§ ift A3A a . 

33etöri§, 3)enn A ift ©emcintljeil aller beteiligen Fetten, beten 
©emeinfjeit A g ift, worauf ber @a£ nad) 13 folgt. 



■■■ 
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46. 6<$. (53 ift (A a )'lÄ . 

QieiuciS. ©enn ntid) 44 ift A eine Kette (37). 

47. ©ofr. 3ft ^ 2t)eil einer Kette X, fo ift audj A3#- 
SBeüÄ Senn A ift bie ©emehtfjeit imb fotgtidj aadj ein 

©einernte eil citter ber Ketten K t bort benen jd 5tr)eit ift. 

48. Sßcmcttung. 2Kon überzeugt fid) tetcfjt, bafi bei in 44 
ertlürie Üöegriff bei Seite A burcfi bie öorpeljenben ©äjje 45, 46, 
47 ooflftftnbig dja rattert firt ift. 

49. Safe. (S-3 ift A'l(A a )'. 
S5et SetoeiS folgt atiS 45, 22. 

50. ©a|. m ift JT3 A. 

Ter ajcioeiS folgt aus 49, 46, 7. 

51. ©o|. 3|i X eine Kette, fo ift A — A. 

beweis, ©a J. %{)til ber Kette J. ift, fo ift nadj 47 and) 
Ao^A, woraus nad& 45, 5 ber <£a|s folgt. 

52. ©afe. Sft B$A, fo ift J^A- 
Ter 33emei§ folgt ou§ 45, 7. 

53. ©afc. 3jt -B3A, jo ift B 9A. unb umgefeljrt. 
SeraeiS. SM A eine Kette i|t, fo folgt nad) 47 au§ 2?3 A 

oiicE) -Z? 3A; umgefeljrt, tuenu B O 1A , fo folgt lunij 7 auet) 
JBlAa, weil (tuirf) 45) JBiJB ift. 

54. ©ti£. 3ft £34 fo ift £<3A- 
Ter Scweil folgt ou§ 52, 53. 

55. ©afc. 3ft i?9A. fo ift aueff &1A B , 

93eraeiS. S)emt und) 53 ift # 3 A unb ha (tto$ 50) 3?'3U 
ift, fo folgt ber ju 6eweifetibe ©atj aus. 7. ©affeföe ergiebi fid), 
wie letetjt ju jetjeu, audj auS 22, 46, 7, ober and) aus 40. 

56. Sq£. 3ft J?3A, fo ift (J? )'3(A)'. 
Ter beweis folgt nu§ 53, 22. 

57. ©aij unb @rflarimcj. (B ift (A)' = (4%, b. 5- ba§ 
SMlb ber Kette bon J. ift augleidj bie Kette be5 Silbe! bon A. 
Sttan tann bafyer biefe3 ©tjftetn Eurj burdj A bejjeiifjneii unb nadj 
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blieben boS Äettenbilb ober bie SSilbfctte Don A nennen. 
$aä) ber beuttti$eren in 44 angegebenen %tyh$um$ mürbe bet 
®n^ but$ 9 (g> (4)) = <po (<p (A)) anßtfibtflcfen fein, 

Beweis, ©e&t man jur ^Ibtürsüttg ( J.% = L, fo ifi L eine 
Sette (44), unb nadj 45 iji ;4'3L, mitljin gießt e§ natf) 41 eine 
ffette K, metdje ben SBebingimgen AlK, K'IL genügt; bierouS 
folgt nadj 47 and) A3JS; aljo (A^IE?, uub folglich naa) 7 
audj (A)'3£, b. tj. 

©o na$ 49 ferne: A'3(4))', mit (A )' naä) 44, S9 eine ffette 
\% fo ift mid) 47 and) 

woraus in äßerDÜtbmtg mit beut obigen (SrgeBnife bei 511 beweifenbe 

©a£ folgt (5). 

58. ©a&. <S§ ifi A a = M (A, Ä Q ), b. ti. bie ßette Don A 
ift pfammengefeijt ou@ A unb ber SSilbtettc Dön A. 

SÖeroei*. ©e|t man jui 9lbfür&ung tuieber 
L = Ä Q = (A )' = (A% unb K = Jt (A L), 
fo ift (nadj 45) J.'3£, unb ba L eine Mette ift, fo gilt nadj 41 
bäffelbe Don K\ ha ferner JL3JT ift (9), fo folgt nod) 47 and) 

A o -3 K 
Stnbererfeüf, ba (naä? 45) A1A , unb nad) 4G audj L3A, fo 
ijl nadj 10 audj 

KlA 0t 
woraus in JBerbinbung mit bem obigen Srgeönijj ber |tt beweifenbe 

59. @ai> bei üotpnbigen Snbuciion. Itm ju berceijen, baB 
bie flette A £t/eit irgenb eines «SnftemS 2 ift — mag letzteres 
Stielt Don S fein ober nicCjt — , genügt e§ ju feigen, 

9. bajj ;H2, unb 

ö. bajj baS Sitb jebcä gemeinfätnen Elementes Don A unb 
^ ebenfalls Clement dou 2 ift. 
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«Beweis. Senn wenn g mafjr ift, fo ejifiitt nad) 45 jebenfalte 
bie ©emeuü>it G = $(A , 2), unb jmar ifi (nad) 18) J.3 ff; 
ba äufjerbem nad) 17 

hl, fo ift £ ait# Styü unfereS ©ttfiemi S, we(ä>§ burdj 9) in 
fid; felbjt abgebilbet ift, unb augleid) folgt tnui) 55 nud) £'3^ . 
SBetm nun a ebenfoSe maljr, b. I). wenn 6r'32 ift, fo mufj £ f 
als ©euieintt)eil ber ©ufteuie A , 2 nad; 18 SEljett tfjrer ©eineiig 
fjcit G feilt, b. fj. & ifi eine «fette (37), unb ba, wie fdjau oben 
bemertt, A1G ifi, fo folgt na$ 47 andj 

43 ff, 
unb heraus in SSerbinbung mit bem obigen ßrgeMi Q- = A , 
dfo und) 17 audj A $1 t w. 5. 6. W. 

60. ©er uorftcljenbe So| bübet, wie fid) jpatcr jeigen wirb, 
bie tüijfenjdjnftlidje ©tunblage für bie unter bem Samen ber öolU 
[laubigen Snbuction (be§ <S$fofieS oon n auf n + 1) Mannte 
ISeWeiSärt, unb er fann auet; auf folgern* SBeije au3gc[proc&m 
werben: Um &u beweifen, bafj alle Elemente ber SMte A eine 
gemiffe (gigeuföaft iE beft|en (ober ba& ein ®aü $, in welkem 
öou einem imbefthnmten Singe n bie ÜJebe ift, mirfli<$ für alle 
(Slemente » ber Serie A gilt), genügt eS ju jeigen, 

q. bafs alle (Elemente a be§ Softem« J. bie gigcnfdjaft <£ 
bcfifceii (ober bafj 3 für alle a gilt), unb 

<y. baB bem Silbe n' iebe§ foldjen Elementes » oon A, welkes 
bie Gigcnföaft £ befifct, btcfetbe ©gehftäfi £ jiifommt (ober bafj 
ber ©oij % fobalb er für ein (Steiueitt » üon ^ gilt, gewiß aud) 
für beffeu 95Ub n' gelten mujj). 

3n ber 5Lljat, bejeiäjnet mau mit 2 ba§ ©Uftem aüer Singe, 
weldje bie Gigenfdjaft <E fielen (ober für weiche ber ©a& 3 flUt), 
fo leudjtet bie twflpänbige Ucbereiufiimmnng ber jetzigen tobrtto!§* 
weife be3 ©ajjeS mit ber in 59 gebrausten unmittelbar ein. 

61. ©ajj. Sie Seite oon M (A, B f C . . .) ift iM {A , B 0I C . . .). 
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SSeweiS. SS^eidjnet man mit M bal ctftete, mit iT ba§ leitete 
©äjfem, je ift iT nad) 42 eine ßette. Söa nun jebeS ber ©#eme 
J, J5, 0... tuidj 45 %l)äl bon einem beu @t>fkme ji» I? , (?«..., 

mithin (nacf> 12) Ml J5C ift fo folgt nadj 47 mict) 

9tttbererfeit§, ba nad) 9 jcbeä ber ©bjfeme ^4, #, 0.., %ty\l bon 
Jf, alfo nad) 45, 7 anetj Sljeil ber Seile M„ \% \o mu| naäj 47 
flucE) jebe§ ber ©öfteme ^ , £„, C ... Xtjeil bon Mo, mithin nad) 10 

K1M 
fein, woraus in 33erbinbung mit bem Obigen ber ju bemetfenbe 
M = K folgt (5), 

62. ©n|. ®ie Kette üon 0> (A, B, 0...) iji S|eil bon 
<5 (A, A, C . . .)• 

äöciuelä. ©tj eignet man mit G baS erjrere, mit K baS £e|ierc 
©bftem, fo ift J£ nad) 43 eine ffiette. ©a nun jebeS ber ©nfteme 
A 0t B Of C ... nad) 45 ©onjeS bon einem ber ©nfteme A,B, C... r 
mithin (und) 20) G1K ift, fo folgt auS 47 ber &u fcrocijenbe 

G3, ©a§. 3ft K'ILIK, alfo A" eine jlette, fo ift aud) L 
eine Seite. Sft biefeibe ed)ter 21§eil bon K, imb ü" ba§ ©tjftem 
aller bajeniflen Glemente bon K, bie triebt in L enthalten finb, ift 
fernes bie Jlette V edjter %l)t\\ bort K, imb V ba§ ©bftem nfler 
beijenigen Elemente bon AT, bie nid)t in ü enthalten finb, fo ift 
K = M (U 0f V) unb L = iW (l r ;, F). 3ft enbtidj A = X', 
fo ift F3 V. 

©er 33ewei§ biefe3 6a|e§; bon bem mir (wie bon ben beiben 
bortjergeljenben) leinen ©ebraudj maäjen werben , möge bem ßejer 
ü beiladen bleiben. 



17 



§. 5. 



©ö& ßnblic&e u'nb ilncnblidje. 



G4. Mörung*). (Sin ©ijpem S Ijeipt unenblid), tnenn 
c» einem cdjten Steile ^einec felBft aEmltd) tfi: (32); im entgegen* 
gefegten f^alte Jjeifjt £ ein enblidjeä @t)[tem. 

65. @atj, %&£% au§ einem einigen Elemente beffefjenbe 
©i)ftem ift enbüdj. 

Setuciä. Senn ein foldje§ (Stiftern tieftet gar feinen erteil 
%{jni (2, 6). 

G6. (Safe. (S§ gießt unenblidje ©tifieme. 

IBeroeiS **). 9fteine ©ebanfenioett, b. r). bic ©efammtljeit S 
aller Singe, lneldje ©egenftanb meines §enfai8 fein tonnen, ift 
iuienblid). ®cmt menn 5 ein Clement tum S kbentet, fo ift ber 
©ebanfe s r , baf, s ©egenjianb meines SJcnlenS fein tonn, felbfl ein 
Clement tion S. &k$i man bafjetbe alä SBiib 9 (s) beä Elementes 
s an, fo Ijat boljeu bie fiicrbnid) befKmmte 9U&bitbung <p tion S bic 
lügenhaft, bajß baä 23i(b S' S£l)eit 0011 jS ift; imb &n>(tt ift S' 
edjter S^eil üon S f lueil e3 in S Elemente giefit ß. 35. mein 
eigenes $d)), raeldjc tion jcbem fotcljen ©ebanlen s f betrieben nnb 
beSljoJfi md)t in 5' enthalten futb. (änbtidj lendjtet ein, bajj, wenn 



*) SBitt nmn ben SeQviif ätynlidjer ©ijftemc (32) niötjt fiennijen, fo mu| 
ntdti jagen: S fjcitit ittieiibtiÄ) , wenn e3 einen edjten %fyül Man S gtett (ü), 
in ivetrtjcm S fid) bentlid) (iifjntirf)) cfl&ilben tüfet (26, 36). 3n biefer gfotm 
Ijabe id) bie Scfisütion be§ Uuenblidjm, iuelrfje ben tfern mein« ganzen 
Unter judjuiig tübrt, im ©epfcmlter 1832 §crni ©. Kantor, nnb jdjon 
mehrere %al)tc fiiitjcr and) ben Ferren 6d)loarä Uttb äBefeer mitgeitjeilt. 
Me anbeten mit Mannten Skrjuaje, baS UncnbUdje Dom Knblidjcn ju unter* 
^djeiben, jdjeinen miv fo wenig gelungen ju fein, bafj idj anj eine ffritif ber-- 
jelüeu neisidjten ju bürfen ßlnu6e. 

**) (Sine «tjuKdje Setraäjtung finbef fid) in §. 13 bet ^iarabotien bc3 
llnenblidjen oon Söutjanü (Scipjiü, 1S51). 
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68. ©a(j. 2{ebe4 ©Aftern S, meldje» einen lmenblid&en %fy\l 
T bcfijjt, ipt eöcnfatfirunenblid); ob« mit anbeten Rotten, jebec 



a, & betriebene ©(erneute bon £ finb, cuid) il;uc Silber a', 5' Der*. 
Rieben finb, bajj alfo bie TOilbimg <p eine beutlidje (ü[;n(ia» 
ift (26). m$m ift S imenblift (o. g. 6. iu. 

67, ©afj. ©inb i?, S äTjnlidfje Sbjteme, fo i[t M enbliä) 
ober unenbtid), je mtdjbem 8 enblitf; ober unenbüa; ift. 

Seioete. 3ji s unenbtid), alfo äönlidj einem eckten Stjeite S' 
feiner feloff, fo mujj, toetm i? nnb 5 äfnlidj finb, S 1 na§ 33 
äljnliä) mit E nnb nad; 35 gugfeicE) äfjnlidj mit einem eajten 
STjcile bon # fein, melier mithin naä) 33 fef&P öfnitid; mit E 
ift; «rfo ift E imenblid), to. j. 6. ». 
3ebeä <3tj 
fatfsrunet 
StyeÜ eines enblidffen S&JtcmS ift enbtidj. 

fflemeis. 3(1 T urtenbrWj, gfeDt eä alfo eine foldje tir>n(id;e 
TOittwng i> bon T, bajj ^ (T) ein edjier 5tfjdt Don T wirb, fo 
Eann man, wenn T %{)t\\ bon 5 ift, biefe »ttöung ^ 311 einer 
TOilbung <p bon S erweitern, inbem man, wenn s irgenb ein 
Clement bon 8 bebeutet, 90 (s) = ip (s) ober g> (s) = s fetjt, je 
na<$bem s Clement bon T ift ober nidjt. SDiefe »itbimg 9? ift 
eine äTfnrtiä>; fcebeuten nämlidj a, b nerjd)kbenc gfeinente üon S, 
fo ift, wenn fie jugldd^ in T entsaften finb, baS SMlb q>(a) = ip(a) 
betrieben bon bem Silbe tp (b) — ip (J), weil if> eine äfjnliä> 
Sfobilbung ift; wenn ferner a in J, 6 ni$t in T enthalten ift, fo 
ifi (jp (a) = f 0) bevfdjicbcn bon <p (£) — &, tneil # (a) in T 
enthalten ift ; tDcmi enblicf) Webe* a noaj & in T enthalten ift, fo 
ift ebenfalls tp (a) = a berfdjieben bon <p (h) = &, bja§ ju jeigeu 
war. %a femer ^ (T) Xfjeit bon T, alfo ruict) 7 a«$ S$eW bon 
5 ift, fo lenktet ein, bafj andj <p (S)1S ift. ©a enbtidj # (T) 
edjter S^eil bon T ift, fo gie&t cä in T, alfo and) in S ein £fe= 
ment *, loctdjeS nidjt in ip (T) — tp (T) enthalten ift; ha nun 
ba§ Sßilb g? (s) jebeg nidjt in T enthaltenen Stementeä s fetbft = s f 
alfo auc^ bon # berfdn'ebcn ift, fo fann t ü&ertjaubt nic&t in g> (S) 
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enthalten fein; mithin i[i 9 (S) edjter 2$eü uon 5, unb folgte 
ift S unenbltdj, id. g. b. tu, 

69. Sa|. Sebeä ©tojem, meldjcg einem Steile eines entließen 
©bjcmä ciljnltd) i% ip fetBJi enblidj, 

£)er SBetoeti folgt aus G7, 68. 

70. ®aij. 3|i a ein (Element üon S, unb tfl bei: 3 n begriff T 
aller bon a üerjdjiebencn Elemente oon 5 eublidj, fo ip aucb, £ 
eublidj. 

SSetoeis. SSir fjaucn (nad) 64) §u jetgm, bafj, tuen« <p irgenb 
eine aTjtilftfje aibbilbung üon 5 in fid) jetbft bebeutet, U% ©üb 
9 (S) ober S' niemals ein edjter Sfjeil öon 5, fonbem immer — S 
ift. Offenbar ift S = M (a, T), unb fotgltd) nadj 23, nienn bie 
Silber raicbet burcfo Stccente begegnet toetben, 8' = M (a' 2"), 
unb wegen ber Ste^nli^feit ber aibbilbung <p ift a' nidjt in T 
enthalten (20). Sa ferner nad) 5tnno§me S'^JS ift, fo mutf a' 
unb ebenfo iebeä Clement bon 2" enttoeber — a, ober Clement 
öon T fein. SBenn ba&er — weldjen §foü mir aunfidjft beljaubeln • 
motten — a niajt in T' enthalten ift, fo mujj T'i T unb folglid) 
T = T fein, ttieü <p eine üfjnlidje «Übung, unb meil T ein 
enblidjeä elftem ift; unb ba a f , mie oemerft, nidjt in T, b. Ij. 
nid)t in T enthalten ift, fo mujj a' = a fein, unb folglid) ift in 
biefem $al(e mirflidj S' = S, toie behauptet mar. 3m entgegen» 
gefegten gfaü>, ruenu a in T' enthalten unb folglid) baä 33ilb b' 
eines in T enthaltenen Elementes 6 ift, mollen mir mit U ben 
Inbegriff aller berjerrigen Elemente u üon J bejeic&nen, roeldje doii 
& üerfdjicben ftnb; bann ift T = M (&, ET), unb (und; 15) 
S = Jt (a, &, 17), alfo £' = JE («', a,' £/')• ©h Geflimmert 
nun eine neue »Übung ty bon T, inbem mir ip (b) = a f unb 
allgemein i}i («) = «' feiert, moburd) (nad) 23) ^ (T) == JJJ (a', ET') 
mirb. Offenbar ift ^ eine älndidje aibbilbung, meil g> eine foldje 
mar, unb roeil a ttidji in *7, alfo aurfj a' nidjt in ü f enthalten ift. 
®a ferner a unb jebeä Clement u ücrfdjieben üon b ift, fo mujs 

9* 



BtaB> . 
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(toegcn ber 3M)nlidjfeit üon <p) cud) a' unb jcbe§ ©(erneut ^e' 
betjdjTcben bon a unb folglich in X entgölten fein; mithin ift 
i>(T)lT t unb ba T enbltdj ift, fo mufj ^ (T) = T, olfo 
M (a' # ü') = T fein, §ierauä folgt aber (narf) 15) 

4» («', a, CT') = M (a, T), 
b. % nndj 'bcm Obigen S' = 5. Ittfö ift aud) in biefem Safte 
bcr etforberliäje S&eroeii geführt. 



§■ 6. 

(sinfadj uuenMidje Stjjreme. 9?cilje bei* natürlichen 

3 a Ij t e n. 

71. (Srftiinmg. @in ®t)[fem N tjeijjt einfach uncnbüd), 
roeuu eS eine folcfje tynli$e StfiMbung <p tion JV in fid) fetbfl 
giebt, bn| Jf als Seite (44) eines (SlementeS etfdjeint, metdjea uidjt 
in gp (N) enthalten ift. SBir nennen bieä Element , baä mir im 
ft-otgenben bnrdj baä <St)mbot 1 ßejetdjnen iDüflett, ba§ (Srunb* 
element üon N unb fagen &ugtei& ba§ einfach utieiiblitye ©tyffcm N 
fei bunt) bieje Qlbbilbmig 9? georbnet. 33djalteu mir bie früheren 
bequemen 33e&eic§nimgen für bie Silber unb Letten bei (§. 4), \o 
befteljt mitfjin baä SBejeu eineg eiufad) unenblidjcn ©bftems N in 
ber %iftenä einer *2lböilbung y uou N unb ehteS Elementes 1, bie 
fcen folgcnbeu SSebittgungen w, ß r y t 6 genügen*. 

«. N'IK 

ß. N — 1 . 

y. ©a§ Clement 1 ift mdjt in N' entlj alten. 

8, Süc ty&bitbung <jp ift äljntidj. 
Offenbar folgt auä a, y t ö, bnfj jcbe» einfad] uneubtidje 
Stiftern N volxtM) ein unenblidjeS ©ijftem ift (64), mal e§ einem 
cd)tcn Steife N' feiner felbft öljnliä) ift. 

72. ©ojj. $n jebem uucnblidjeu ®l)fteme £ ift ein ciufadi 
unenblidiCü Softem Üf alä Sljcil enthalten. 



r * 
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SSetoeis. m gicbt nadj G4 eine foldje ätjnlid> TOilbttttg 9 
bon 5, ba& gp (S) ober S' ein ed)ier STjeil bon 6' wirb; e§ giebt 
otfo cäit (dement 1 in S, meldjes" nidjt in 5' enthalten tjl. S)ie 
ftetfe JV= 1„, roeldje biefer «ilbuug 93 be§ SoftemS S in fty 
felbff entfernt (44), ift ein einfad) mtmblic&eg, burd) g> georbneteS 
©Opern; beim bie djarafteufttjdjcn JBebingungen «, /3, y, ä in 71 
finb offenbar fünuntiid) erfüllt. 

73. Grftöning. Sßcim man bei ber SBctrcicbtutig eines einfad) 
unenblirfjen, burd) eine ätb&tfbung 9 georbneten Süftemä JW Don 
bei- befonberen SSefc^affen^eü ber glemente gön^idj abfielt, febigti$ 
ifjre Unter jdjeibbar feit fe^äli nnb nur bie Sesicrjimgcn auffaßt, in 
bie fie burd) bie orbnenbe TOtlbung 9 %vl einanber gefegt finb, fo 
ljei|en bie je (demente naiiirliäje Balten ober Orbtnalja&Ien 
ober aud) ferjtedjtfjiu Saljlen, nnb bnä ©runbefement 1 tjeifjt bie 
©tunbaaTj! beu 3 at)lenr eüj e JV: 2fn 3liicf[id;t auf biefe' SBe- 
freiung ber (Stemmte öon jcbem anberen Malt (Slbftracttoit) !oim 
man bie Sagten mit 9Jea)t eine freie ©djöpfung beö meujcfjlidjen 
©elfte» nennen, ©ie S3e§ie|ungen ober ©efetje, meiere ganj oflein 
am ben SBebingimgen a t ß, y, & in 71 abgeleitet roerben nnb be§= 
fjalb in allen geörbneten et nf ad) uucnblidjen ©bftcmcu immer bte= 
fel&en finb, roie audj bie ben einzelnen Elementen |itfäffig gegebenen 
SRamen lauten mögen (bergl. 134), bitben ben nadjften ©eejenftaub 
ber SOBijfenfdjaft Don ben Sagten ober ber Wrüljmetit 
31 u§ ben allgemeinen Segriffen nnb ©äjjen be» §. 4 über 91b= 
Bitbung eines ©rjftemä in \ki) fei oft entnehmen mir =uumd)ft un= 
mittelbar bie fotgenben ©runbjäfje, voofiei unter a, b... m, «... 
ftet» Elemente Don N, atfo Sofien, unter A, B, G... Steile bon 
N, unter a\ &'... m\ ri... Ä, J3 ! , GU.* bie entforedjenbcit 
Silber öerftanben toerben, meldje burd) bie orbnenbe Slbbitbung 9 
erzeugt unb ftetä luieber Elemente ober Steile Don N finb; ba§ 
Silb n' einer 3'U)1 n loirb aud) bie auf « folgenbe Qäfyt ge* 
uaunt. 
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74. <ga(j, 3ebe galji n ifi na$ 45 in itjrer JMtc «„ eut* 
fjattcn, unb nad) 53 ift bie 93cbiugimg nim glcid}iuertt}ig mit 
rc ■?»?<,. 

75. @o|. Zufolge 57 ift < = (»„)' = («% 

76. ©aij, Sufolgc 46 ift <3*v 

77. ©nij. gufolge 58 ift n = M (», ni). 

78. ©a£. (5g ift N=M(l,N f ), atfo ift jebe Don ber 
Cjrunbjo^l 1 uerföi ebene ßatjt (Stemmt oon A 7 ', b. I). 93Kb einer 

$« S5etoei§ folgt au§ 77 unb 71. 

79. €a$, iV ifi bie eitrige 3^ten!etfe, in meldet bie ©runb» 
acujl 1 enthalten ift. 

ffieroeig. Senn toenit 1 Clement einet 3fi§Ierifette JT ifi, fo 
ift nodj 47 bie jugcprige Kette i^JT, folglich N=K f toeü felufi= 
berftanblidj .ST3 .ZV" ift. 

80. ®afc ber bollftänbigen gnbuction (©djlnfe bon » auf »'). 
Um su ßemetfen, bajj ein ©afc für alle 3a§len » einer ffette m 
gilt, genügt e3 jh jeigen, 

p. bafr er für n = m gilt, unb 

ö. bafs au0 ber ©üliigteit be§ ©aije§ für eine gatjl n ber 
Kette m Q ftet§ feine ©ültigfen* atict) für bie folgenbe §at)l n' folgt. 

£)ie§ ergießt fid^j unmittcloar au§ bem allgeiueiuereu @o|e 
59 ober 60. 91m Kjäujigflen roirb ber gaü auftreten, tuo «t = 1, 
ölfo m bie bolle 3a§ientettje N ift. 



3. 7. 



©röfjerc unb Heinere 3 Q ^ e n. 



81. ©a|. ^ebe Qafy « ift berfcf)iej)cn bon ber auf fie folgen' 
ben 3 a ^ *'. 

SÖemeiä burdj üoflflänbige Snbuction (80). ©enn 



23 

p. ber ©a£ ift toofyt für bie 3aljt » = 1 , ttJcil fie nidjt 
in JV' entsaftest ift (71), wäljrenb bie folgcnbe gal&I 1' all Silb 
ber in JV enthaltenen 8a$l I (Slement bon Jf' ift 

o. 3jl ber ©a& waljr für eine §<$! », unb jefct man bie 
fofgenbe ßaljl n' = p, fo ift n betrieben bon p, woraus na$ 
26 Wegen ber 5leT>nlicf>feii (71) ber otbnenben »Übung <p folgt, 
feafi »', tttfo jj öerfdjieben bon p' ift. 3Jlit§in gilt ber ©a& aud) 
für bie auf n folgmbe 3al;l j>, w. |. b. w. 

82. ©a$. Sn ber ffiiibfctte «' einer 3af)t w ift jwar (nad) 
74, 75) bereu Mb »', nidjt aber bie ßaljt « felbft enthalten. 

S3ewei§ burd) bofljianbige 3nbuction (80). $enn 
q. ber ©a£ ift wafre für » = 1, weit l' ö = N' t unb weil 
na$ 71 bie ©umb^l 1 iri$t in tf 7 enthalten ift. 

ö. Oft ber @afc watjr für eine 3a^I w, unb fe|i man wieber 
n' — p, fo ift n nidjt in p entsaften, alfo betrieben bon jeber 
in p enthaltenen 3a£)l g, woraus wegen ber Mcljuüdjfeit bmi 9 
folgt, bn& »', alfo j) betrieben bon jeber in p enthaltenen 3af)( i, 
alfo ni$t in ffc enthalten ift. 9)titljin gilt ber ©a| aud) für bie 
auf n folgenbe ßatil 2'' lu - 8- &■ lü - 

83. ©a£. ©ie S3übfette «; ift edjier £t)eit ber ffette « . 
©er SBcweiB folgt au§ 76, 74, 82. 

84. ©a|. to ih„ = »o folgt w = n. 

Säe weis. ®a (und) 74) m in w enthalten, unb 
m == »j, == JE (w> »«) 
ift (77), fo müßte, wenn ber &ai$ fatfef), alfo m betrieben »ort « 
wäre, m in ber Jfctte n' enthalten, fetojidj nad) 74 aud) m in' ot 
b. % n 3»o fein; ba bieS bem ©äfce 83 wibcrfbndn\ fo ift imfer 
€>ajj oewtefen. 

85. ©a£. SOBenn bie 3af)l « nid)t in ber geplenterte ^ 

enthalten ift, fo ift KhC 

SSeroeiä burd) bofljtänbige ^nbuetion (80). Senn 
p. ber ©a£ ift nadj 78 waljr für n = 1. 
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ö. 3ff ber ®a| tuatjr für eine 3aT)I «, fo gilt et audj für 
bie fofgenbe galjt j) = »'; beim roenn p in ber gatjfeufette K 
nidjt entfalten ift, fo fonn na$ 40 oudj « nidjt in .K" enthalten 
fein, unb fotglia) ift nadj unferet WunaEjme Klri \ ba nun 
(nadj 77) «; = j, = üt (p, p ;), alfo JH j|l (#,$), unb jp 
nidjt in £ enthalten ift fo muf JH^ fein, ©. j. &. m. 

86. @a£. SSetm bie gcrtjl » nidjt in ber galjlenfette K 
enthalten ift, tuoljl aber ifjr ©üb »', fo ift ^ = «;. 

SSetoeiS. Sa « ntdjt in K enthalten ift, fo ift (nnd; 85) 
Kln' 0f unb ba »'3i£ fo ift nadj 47 audj n' lK t frigüa) Ä"=t4 
to. g, b. m. 

87. ©atj. 3n jeber 3ar)fenfette 7C giebt e§ eine unb (nadj 84) 
nur eine 3al)( h bereu Setie & = ÜT ift. 

SSeroeiä. 3ft bie ©ruubja^l 1 in .BT entölten, fo ift (nadfj 79) 
K=N—\ 9t 3m entgegen gefegten fyaße fei # ba§ ©tjftem 
oKer nidjt in K enthaltenen Sagten; ba bie ©runbjaf)! 1 in Z 
enthalten, aber Z nur ein edjter Ütyeit ber Saljtenretlje N ift, 
fo fann (nad; 79) Z feine flette, b. Tj. J£' fann nidjt 5tfjeil t-ott 
Z fein; e§ giebt bafyer in Z eine 3«fjl », bewn 93iib n r nietjt 
in Z, alfo gemif; in K enthalten ift; ba ferner n in Z, alfo 
nidjt in 3T enthalten ift, fo ift (nad) 86) K = ri , atfo Ä = »', 
tu. §. b. nj. 

88. ©atj. <Sinb m, n üeujdji ebene $a!jten, fo ift eine unb 
(nad) 83, 84) nur eine ber fieiien m , w ö edjter Sljetl ber anberen, 
unb jmar ift entmeber n ^m' o , ober mi 3«o- 

33emei§. 3fi n in m a enthalten, alfo nadj 74 audj n lm , 
fo fann m nidjt in ber Rette n a enthalten fein (idcÜ fonft nad) 74 
audj m 3n 0l alfo m = n , tnitfjin nadj 84 audj m = n märe), 
unb ^ierau§ folgt nadj 85, bafj n 3mö ift. 3fm entgegengefe|ien 
ftafle, meint » nidjt in ber Seite m* enüjctlten ift, mujj (imd) 85) 
m^n'o fein, tu. 3. b. tu. 
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89. (Stffärung. ©ie £}afjl m Ijeijjt Heiner al§ bie 34 1 » 
unb 5ugteid> Ijeifct « gröfur ote w, in 3dd)en 

w <~ ^ unb n >* m, 
lueim bie SSebiugung 

erfaßt ift, toeldje uad) 74 tuid) burrf) 

auägebrütft toerben tonn. 

90. ©a|j. ©inb m, n itgenb roeldje galten, jo fiubet immer 
einet unb nur einer bei- fötgenben gfäßc A, ^, v ©tatt: 

A. m = ??., n = m, b. f). ?«„ = n 

ft. t» <: », w ;> m, b, f>. n 3 m' 

v. m ;> n, n <; m, b. I). j» 3*v 
SSetoeiS. SBenn tuenn A (Statt finbet (84), fu rann toeber ,a 
nod) v eintreten, weit nad) 83 niemals n 3rco ift. SGBenu aber A 
uidjt Statt finbet, jo tritt mtdj 88 einer unb nur einer ber gäffe p, 
v ein, to. j. b. lu. 

91. ©a&. ©§ ift n < »'. 

33etuei§. 3)enn bie SBebiffßimg für bett $af( v in 90 roirb 
bind; m — n' erfüllt. 

92. ©rllnrung. Lim augjubrücfen, bafj m entioeber = n 

ober <c n, alfo tiidjt > n ift (90), kbient uuiu fid; ber Se* 

jeidjuung 

jft <[ n ober audj m ^ m, 

unb mau fngt, m fei I)üd)ften§ gleidj n, unb » fei minbeftenS 

gl cid) m. 

93. ©a|j, 3ebe ber SÖebingungm 

r/i <j «, m <; n' t » ö 3 m 
ift g(eid)luertf)ig mit jeber ber aubeim 

SetoeiS. SDenn menn wi ^ w, fo folgt au§ A, fi in 90 immer 
« 3ffi , luett (und) 7G) w43»*ö ift. ltntgefe$rt, meint n ü $m , 
alfo nndj 74 audj n3m ift, fo folgt tm§ ?» — üt (»», '/<), btifj 
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entroebet n = «*, ober nim' 0f b. I). n ;> m ift. 3Rit$in ift bte 
SSebingung «t f£ « gteidnoertfjig mit n 3m . Sftujjerbem folgt au§ 
22, 27, 75, bafj biefe Sebmgung « -3h* tuieber glei^roertljia, mit 
n'^m'o, b. I). (uadj) fi in 90) mit m <C n' ift, m. ^. b. id. 

94, ©a£. Siebe ber 33ebingungen 



w' ^ n, m' < «', «i <C «• 
ift gleidjtoerfljig mit jeber ber anberem 

2)er 33etoei£ folgt unmittelbar aul 93, roeiin man bort m 
burtt) m' erjcijt, uub au3 p in 90. 

95. ©ato. SGßenn 7 <C m unb m ^ m, ober toenn 1 ^ w 
unb m <C «, fo ift l <c n. SGBenrt ober ? <S m unb «» <I », 
fo ift Z < ». 

SBeföei§. SDenn au§ ben (nadj 89, 93) entfpredjcnbeu S3e* 
binguugeu »2 3?o unb « 3»m<, folgt (nndt) 7) m^^, nnb boffelbe 
folgt au$ aus ben 93ebingimgen m ö U uub «o3ot£, loeit zufolge 
ber erftecen aud) m^ß ift, ©nbli# folgt aus »m 37 uub w 3wi 
tmclj w 3? , to. j. b. ro. 

96. @<i|. Sn jcbem Steife I 1 Hon 2\ r giebt e§ eine unb nur 
eine fleinfte Qafjt l; b. f). eine 3 fl ¥ fc, roeldje Hemer ift al§ jebe 
anbete in J entfallene galjl. ©eftetjt T au§ einer einzigen 3 fl ¥> 
fo ift biefelbe aud) bie fleinfte 3at-t in 2 1 . 

SBetoei». 5Da T D eine Kette ift (44), fo giebt c§ nadj 87 eine 
Saljl lc f beren tfette K — T ift. £>a lu'erauS (naä) 45, 77) 
TIM {h K) folgt, fo iinif] puöd)ft fc fetfeft m T enthalten fein 
{meit fonft T3&S, aljo und; 47 aud) ZWft, b. fj. & ö 3fco märe, 
toa§ naä) 83 unmögtiaj ift), unb aufetbem nuifi jebe oon k Der= 
fdjiebeue 3at)l beS ©igftemS T in fcj, enthalten, b. I). > & fein 
(89), ui or au § jugteidj nadj 90 folgt, bajj eä nur eine einige fleinfte 
3aljl in T giebt, to. j. b. u). 

97. ©a^. Sie lleinfte 3af)l ber ^eite n ift n f unb bie 
©runbja^t 1 ift bie tlcinfie aller Qofylm, 
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35cnÄ Senn nadj 74, 93 tp bie SBebmgnng mln c gleid)= 
tnerttjig mit m S> n. Ober e§ folgt imfer ©ats attd) umnütet&ar 
au» bcin 93etüei|e be§ uorr)crgd)enben <3a§e», tneil, wenn bafclöfi 
I* = « angenommen mkb, offenbat 7ü = n tmrb (51). 

98. ©rftftrung. 3fß n irgenb eine 3atj(, fa motten mir mit 
Z» büs ©gflern oller Sagten bejätyieii, meldje nf$t großer 
al§ », alfo nidji in n' enthalten finb. SDie SSebingung 

m3Z n 

ift nadj 92, 93 offenbar gleiäjmertljig mit jeber ber fotgenben *Be= 
bingungm: 

m ^ «-, m <C n', n -3 wv 

99. ©ajj. m ift HZ, imb »3Z„. 

©er SSemeis folgt aus 98, ober auä) au» 71 imb S2. 

100. ©atj. Sebe ber naa) 98 g(eid)UXTtl)igcn SÖebingungen 

m3Z nr m ^ w, m <C «', n 3m 
ift nud) gleiäjiocctljig mit ber SBebingung 

Z w 3 Z„. 
33emei§. Senn luenn m^Z„ r alfo m <^ w, nnb tnenn ÜZ m , 
alfo Z ^ m, fo ift naa) 95 auÜ) l <L n, b. r). 13 Z n ; tnenn alfo 
«i-3Z Wf fo ift jebeS Clement Z be» ©ljflemS Z„, and) Clement non 
Z n , b. f). Z m iZ n . UmgcMjrt, metm Z^^Z nt fo muH "ad) 7 
aiul) mi.Zn fein, meil (nadj 99) m3Z m ift, m. 5. &. m. 

101. Sa|. Sie Sebingungen für bie gälte A, ^, v in 90 
lajfen [idj aud) in fotgenber Seife bnrftcflen: 

h m = «, « = m, Z m = Z„ 
ft. w* <c n, w > «*, Z m > -5 Z„ 
v. »1 ;> «, « <; m, Z n > 3 Z, n . 



©er 33eroei§ folgt unmittelbar aus 90, tnenn man bebenfr, bafj 
nad) 100 bie SBcbingungen n lm unb Z m lZ n gteidjiucrtfn'g finb. 
102. @a&. <B ift Z x = 1. 
SBetoeiS. Senn bie ©runb|a§t 1 ift naä) 99 in Z x enthalten, 
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unb jebe ooh 1 betriebene Soflf i|t nad) 78 ht V ot atfo nad) 93 
nidjt in Z 1 enthalten, >u. 3. b. ro. 

103. ®a£. Sufükjc 98 ifi JV= J* (Z tll <), 

104. @a&. ßg i|i n = © (Z„, n„), b.> » ift ba3 etngige 
gemeinfame Clement ber ©ijffeine Z n unb « , 

Steift fe 99 unb 74 folgt, bajj n in 4» unb % ent- 
halten iji; öfter [ebe§ bon n berfdjiebene dement ber tfettc n ift 
nad) 77 in < atfo nad) 98 nidjt in Z n enthalten, id. 5. 6. id. 

105. ©ü|j. Zufolge 91, 98 ift bie 3a§t »' nia)i in Z» 
enthalten. 

106. ©a|. Sft »» <C «, fo tji Z m e^ter 3$eft oon Z n , unb 
utngefe|rt 

SteiS. SBenn *» < », fo ift (nad) 100) -Z^Z,,, unb ba 
bie nnef) 99 in Z n enthaltene Sajjt n nad) 98 niä)t in Z Ml ent- 
halten fein tarnt, trcil n > w ift, fo ift Z m edjtei; 2&eil oon Z n . 
Umgelegt, tuenn Z m edjter Sljdl bon Z«, fo ift (na<$ 100) m ^ », 
unb ba m nidjt = n fein fantt, toeil jonft and) Z m = Z n tuäre, 
fo mufj m <: n fein, tu. 5. b. tu. 

107. ©aij. # n ift tagtet Styil bon #»., 

See SteiS folgt aus 10G, tueil (und) 91) n < w' ift. 

108. ©a&. 2«, = 4$l (Z ni «'). 

93etüei§. Denn jebe in Z n , enthaltene Safjt ift (nad) 98) <S »', 
atjo entroeber = n' f ober < «' mib folglich mtd) 98 Clement oon 
Z n ; mithin ift genrii Z n SM (Z nt «')■ t)a umgelegt (nad) 107) 
Z n ^ n , unb (und) 99) rilZ n * ift fo folgt (nad) 10) 

Jt(Z n , k')^«v 
ttioraiiS fiä) unjer gaij nad) 5 ergiebt. 

109. <£a|. ®a§ SBiß) Z; be§ ©ijftems Z« ift eajter %l)ti\ 
beä ®i)ftem§ Z n ,. 

Setueis. Senn jebe in Z' n enthaltene $aljl ift ba§ ©üb mf 
einer in #„ enthaltenen 3ot)( m, unb ba m ^ m, atfo (nad) 94) 
m'^n', fo folgt (nad) 98) Z'3Z n u ©n ferner bie galjt 1 
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itadj 99 in Z#, aber nad) 71 nidjt in bcm Silbe Z* enthalten 
fein form, fo ijl X cäjter 5Ll}eit Don X, w. j, b. w. 

110. ©a|. ^„, = M (l, X). 

SSewciä. gebe üon 1 begebene 3a$t be§ ©bJfemS Z,, ift 
und) 78 bos SSilt» «V einet Qaty. m, unb biefe mnjs <^ «, alfo 
naa) 98 in Z n enthalten fein (weil fonft m > », alfo mfy 94 
au$ m'>n' t mitfjiu j»' nad) 93 nidjt in Z n , enthalten wäre); 
aus »*3A folgt aber m'lZ; u unb folglich ift gewiß 

®a umgefefjrt (nad) 99) 132«, unb (nac& 109) z;^Z n , r fo 
folgt (narf) 10) M(l,Z;,)lZ nr unb fcierauä etgiebi fid) unfeu ©a£ 
nad) 5. 

111. (SrHärung. SBenn c§ in einem ©öjlem E üon Safjlen 
ein (Stemmt p giebt, weldjeg grÖjjet als jebe anbete in ^ enthaltene 
Satjl ift fo jjeijjt g bie größte Saljt beS ©tjftemS E, unb offen» 
Dar Famt e§ nad) 90 nur eine fotdje größte 3al)l in E geben. 
SSepe^t ein ©Aftern an§ einer einzigen ga$Ij fo ift bieje felbft bie 
größte gal)t beS ©üjfemS. 

112. ©afc. infolge 98 ift w bie größte 3al)t beS ©üflentS Z n . 

113. ©a|. (Siebt c§ in E eine gröjjte 3a^l g, fo ift #3if s . 
SJeroeiS. Senn jebe in E enthaltene Qa^I ift <; g, mithin 

\\i\§ 98 in -2",, enthalten, tr>. 5. b. to. 

114. ©afc. 3ft i? 33jeü eines ©üftemä 2^, ober giebt es, 
wag baffetbe fagt, eine gatyf n bon ber 2lrt, ba| äffe in E ent- 
haltenen galten <S » finb, fo befitjt E eine größte gafl 9* 

ffiewei». S)a§ elftem aflcr ga#en j3, weldje ber SBebingung 
E^Z S genügen — unb nad) unferer 31nnafnne giebt e§ fofdje — , 
ift eine Serie (37), weil und) 107, 7 audj ElZpt folgt, unb ift 
baf)er (nad) 87) = <jr , wo g bie fleinfte biefer gafjlrn bebeutet 
(96, 97). SS ift baljer aud) EiZ gi fofgfid) (98) ift iebe in E 
enthaltene ^aljl <: g, unb wir fjaben nur uod) %\\ jeigert> baf} bie 
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3a()I g felbft in E entfallen ift. ©icS leudjfct uhinUtcl&R ein, 
trenn g — 1 ift, meil bann (nad) 102) Z g unb folglich au<$ E 
nnö ber einzigen $a\jl 1 bcftel)t. $[t n&cv # tson 1 betrieben 
nnb folgtid) nad) 78 ba§ 33ilb /' einet $a$ /, fo ift (nad) 108) 
E1M {Zp g)\ untre nun g nidjt in E enthalten, fo müßte E^Z f 
fein, nnb e§ gäbe baljer unter ben galten p eine ga$l /, loetdje 
(nad) 91) <; g ift, tua§ bem Obigen tt>iberfprid)t; mithin ift g in 
E entölten, tu. %, 6. tu, 

115. (Srflcrung. %i l <z m unb m <«, fo fagetl mir, bie 
3flf)I w» Hege jroifdjen ? unb n (nuet) gimfdjcn « unb l). 

116. ®a|. <£§ siebt feine 3 n ^# bie jtuijdjeu n unb «' 
liegt. 

ffietueis. Stein fabatö m <: n', dfo (nad) 93) m <^ n ift, 
fo fann nüd) 90 nidjt n < m fein, tu. \. b. m, 

117. ©a$. 3ft * eine 3aTjl in T, übet nid)t bie tleinfte (96), 
fo giebt es" in T eine unb nur eine ttäc$jl Heinere $al)l s, b. t). 
eine gafjt s üon ber Wrt, baf; s < f., unb ba| e§ in T leine 
änrijä)en s unb t liegende 3ol)t giebt. (Soenjo giebt e§, roenn nidjt 
etwa * bie größte '$alji in T ift (111), in T immer eine unb nur 
eine nädjft gxöjjete 3&$ % D - I- e ' Iie 3 a ^ u üou ^er 5W# *><*& 
i <; «, unb ba[j es in 2' leine 5tnifd)en t unb u liegenbe 3 l # 
giebt. Sugleidj ift * in T uädjft größer al§ s unb nädjft Heiner 
d§ w. 

33etuei§. 2Benn * nidjt bie lleiuffe 3al)l in T ift, fo fei E 
baä Snfteiu aßet beseitigen Sohlen üon T, tocldje < t finb ; bann 
ift (na$ 98) £34, unb folgtid) (114) giebt e8 in E eine größte 
3at)l s, tueldje offenbar bie im ©atje angegebenen ßigeufdjnften 
öe[i|t, unb audj bie einjige foldje 3«¥ itf- 2Benn ferner i nidfot 
bie größte 34* in 2* ift, fo giebt eg nad) Qß unter allen ben 
3a^ilen üon T t melcbe >■ i finb, germj? eine Iteinfte w, tueldje, unb 
gtuar allein, bie im ©a£e angegebenen ßigenjdjaften befitit. (Sbenfo 
leudjtet bie 9?id)ttgleit ber ©djtufibentcrluug be§ ©atjeä ein. 



3t 

118, @a|. 3n N ift bie Qafjt n' nädjft gröjjer af» », unb 
« nädjft Heiner al* «'. 

©et SBemeig folgt aus 11 G, 117. 



§■ 8. 
(SnMtdje unb unenblidje Sfjeile ber SaljUnreitje. 

119. 6a|. Sebe§ ©bjiem Z„ tu 98 ift eublic^. 
Sewei§ butdj bofljriinbige 3nbuction (80). ©etm 
p. ber ©a]3 ift watyr für » = 1 zufolge 65, 102. 

ö. 3f! ^ n cnMi$, fo folgt au§ 108 unb 70, bafj autf) Z m 
enblid; ift, ro. j. b. tu. 

120. 6a£. ®inb *», w betriebene 3 a ^ en ' \° finb Z ffl , -2» 
unäfynlidje ©gjtemc. 

SBetoefö. ©er ©bfmneftfe wegen bihfen wir nadj 90 an= 
netnuen, c§ fei m <z n\ bantt ift Z m nadj 106 ecktet Sfjeil bem 
2? n , unb bn Z ft narfj 119 eubticr) ift, fo tonnen (und) 64) i? m unb 
Z n nidjt öljnlidj fein, tu. j. b. W. 

121. @a|. ^eber Sljett 2? bet Snfjtenrcif)c N, meldjer eine 
größte «Jatjl bcfitU (111), ift enblid). 

©er 33ewei3 folgt ttu@ 113, 119, GS. 

122. ©a£. Seber S|etl Ü ber Sdjteiircitje N, rcetäjet feine 
gvöjjte Qatjl beft|t, ift einfädj uncnblirfj (71). 

SBeweiS. 3ft u irgenb eine Qotifi. in U f fo giebt e» uad; 117 

in U eine unb nur eine nßdjft größere 3afj( als u, bie mir mit 

^ («) oejciäjncn unb al§ Sßilb öon w anfeljeu wollen. Die fjin*= 

burdj üoflffänbig befummle Slbbilbumj ty be» ®l)fiem§ ö Ijot offen* 1 

bar bie (Sigenjdjaft 

a. ^ ({7) 3 77, 

b, % U wirb burdj ^ in fiilj fettift abgebitbef. ©htb ferner n, v 

betriebene Qotyttn in V, fo bttrfen wir ber ©ommettte wegen md) 

90 annehmen, e3 fei m<b; bann folgt nad) 117 au§ ber ©efini= 
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Hon böfi $, bafs ip («) < v unb v <Z -4/ (v), aljo (und) 95) 
* («) < ^ (v) ijJ; mitlitt finb i\a$ 90 bie Silber -/> (u), ty (y) 
tierfdjiebcn, b. r). 

ö. bie TOilbung i/> tfi äTmlidj. 
Gebeutet ferner w, bie fleinfte 3aljl (96) be§ <§t$emS ü", fo l ft 
jebe in Z7 enthaltene 3o§I « ^ « lf imb ba aUgernem u < t/- (u), 
fo ift (uadj 95) % < i> («), alfo iji % nart) 90 t»evfd;icben tion 
-£ (w), b. I). 

j-. ba§ (Hemmt % non ü ift nidjt in 4 1 (CO enthalten. 
2Kitr)in ift j/ (ü) ein ecijteu atjeil bon CT, unb folgttd) ift C nad) 
64 ein MtenbfidjeS ©r-ftem. SBcseidjncn mir nun in neuerem- 
ftimiuung mit 44, menn V irgenb ein Streit bou ?7 ift mit ^ (F) 
bie ber äföflbuitg ^ entfbredjenbc ftette ton F, fo mollen mir 
cubtidj noctj geigen, ba| 

ift. Sn ber 3$ai, ba jcbe fotdje Wette * (F) pfotge il)rer Sfcfmi- 
tion (44) ein Sticil bes burrfj ^ in fid) felbft abgebilbeten Softem» 
U ift, fo ift fclfi[tbci|ftmblid) ^ («i)-3l7; umgelernt leuchtet aus 
45 junac&ji ein, ba| baä in J7 enthaltene Clement «j gemifj in 
Vo(«0 entljalten ift; nefimen mir a bei* an, eS gebe (Steinalte oon 
Z7, bie niäji in ^ (%) enthalten finb, fo rnufc cS unter iljueu 
nadj 96 eine fleinfte 3a(jl w gelten, unb ba biefclbe nadj beut eben 
<8ef (igten belieben bon ber Elcinjlen 3aI)I t^ be» ©öfteinB ö ift, 
fo nuijj e§ nadj 117 in U oudj eine 3aljl v geben, tueta> uädjft 
Heiner als w ift, woraus äugleid) folgt, bafj w = $ (v) ift; ba 
nun v<Zte, fo mujs v infolge ber Definition bon iv gcmijj in 
-/■&(%) enthalten fein; heraus folgt aber nad) 55, bajj audj $(y) t 
alfo m> in ifc, («i) enthalten fein nun), unb ba bieg im äBibetjbrudj 
mit ber Definition bon w ftetn\ fo ift unjerc obige feto|me im« 
juläfflfl; mithin ift Ulty («0 unb folglich audj ?7 ==-/-„ (i^), 
mie beljaiiptet mar. 21 u§ «, /5, y, <5 gel;t nun m§ 71 tjcrüor, baB 
ü ein burdj ^ georbneteS einfaefj unenbli(|eS ©i-ficm ift, m. 3. b. m. 
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123. Scitj. Sufofgc 121, 122 ift irgenb ein 5£r}eil T ber 
3af)lemtrt)e N rublid) ober einfad) unenblid), je tiadjbcm e§ in T 
eine größte gafjl giebt ober indjt gtebt. 



§. 9. 

Definition einer Stb&Ubung ber 3al)tenreil)e burdj 

Snbuciion. 

124. 28it kaeidjnm audj im $oTgcnben mit flehten tatehriföen 
33ud)ftaben galten unb beeilten überljtuipt alle ©egeidjnunsen ber 
tiortjergeljenbeu §§.6 bi§ 8 Bei, fcäfjtenb Sl ein beliebige* ©intern 
bebeutet, beffen (Elemente nidjt nßtfnnenbig in N enthalten &u Jeitt 
brauet) en. - 

125. ©afj. Sft eine beliebige (älju(icf)e ober imälJHlidjjc) 916= 
bilbung ö eine» ©ijflem» £1 in fid» felbft, unb au|jerDeni ein be= 
ftiimnie§ Clement a> in il gegeben, fo entfpritfit jeber 3af)t n eine 
unb nur eine SXtibitbung $ n be§ &uge$öi:igen, in 98 erflürteu gafjlen- 
füftemS Z n , toelc^e beu Jücbingimgcn *) 

n, ^(i) = ß) 

III. ^ B (*') = dil>n (*). wenn < < », genügt, tuo ba§ geilen 
ö </>„ bie in 25 angegebene Skbeutung |ai 

S3eloei§ burdj üoliftünbige ^nbuetion (80). Senn 

p. bet ©o^ ift niarjt für rt = 1. 3n biefem gälte beftetjt 
namtid) nad) 102 ba§ ©tjftan Z„ au§ ber einigen Sät/1 1, unb 
bie »Übung ^j ifi bafjev f$oii burd) II boflfiänbig unb fo befinirt, 
bof; I erfüllt ift, tüäfjtenb III gänglidj wegfällt. 

0. 3ft ber (Safe Warjr für eine 3at)I n, fo geigen mir, bafs er 
and) für bie folgenbe &c$i p = »' gilt, unb jmar beginnen mir 

*) S)er ®eutlicl)tcit lueflcn Ijak 1$ fyiet unb im folßeuben ©nijc 126 bie 
SBebiiißung I ocfortberS aitgcjiujtt, otnnoljl ftc eigeiitltdj ftf>on eine ftolge öou 
II unb HI ift. 

3 
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mit beut M)tuci[e, bafj c§ nur eine eiit|tge entfpredjeubc TOitbung 
% beä ©üfremS Z p geben fmni. %\i b« Sfjüt, genügt eine m* 
Bilbung typ bot SBebingungen 

II'. 1> P (I) = m 

IIF. % («*') = 6 % (m), roertn m <.p, fo ift in tfjr 
tmc() 21, hm! -2*3^ if± (107), aitcf) eine »Übung bon ^„ ent- 
golten, tuefcfje offenbar benfet&en äSebfngungen I, II, III genügt 
Wie ty nt mtb folglich mit $ n gün^lid) ffi&ereinjtimmt; für alle in 
Z n enthaltenen, atfo (OS) für alle 3'djflen m> bie <:^, b. 1). <, «. 
pnb, mujj bafjer 

ip p (m) = i!>„ (m) ( m ) 

fein, motduS aU Befonberer gfail aua) 

H.' p (n) = ^ B («) («) 

folgt; ba ferner p und) 105, 108 bie einige nid)t in Z„ enthaltene 
3al)l bc3 Söftems Z p ift, unb ba tta<$ IIP unb («) au<| 

^ P 0?) = ö *■ (n) Cp) 

fein mufj, fo ergießt fiel; bie IRidjtigteit unfercr obigen SBeljauptung, 
bajj e§ nur eine einige, ben SSebingnngen F, II', IIP genügenbe 
«66 Übung % be§ Söjfenil if, geben Iqrm, lucil % burdj bie eben 
abgeleiteten Söcbingungcn (m) unb (j;) boflftönbig auf $ n jutütf« 
geführt ift. Bit Ijaben nun ju geigen, bajj umgefe^rt biefc buvri) 
(m) unb (#) üofffiaubig Befhmmte MBilbung % be§ ©flfem'3 i^ 
mirflia) ben SBebingungen I', II', III' genügt. Offenbar ergiebt fid; V 
au§ («0 «nb Qj) mit föMftcft auf I unb batanf, bajj Q(ß,)lSl 
ift. ebenfo folgt IF au§ (m) unb II, roeil bie 3at}t 1 nad) 99 
in #„ enthalten ift. ©ie fflidjtigfeit rum IIF folgt pnäajft für 
biejenigen Sagten m, meftfje <c « fiub, ou§ (w) unb III, unb für 
bie einige nod) übrige 3nljl »i = n ergiebi fie fidj au§ (p) unb (»). 
hiermit ift boffjtänbtg bargeiljan, bajj au§ ber ©üüigfeit unfeteS 
©a|e§ für bie ga^l n immer audj feine ©ültiglett für bie folgenbe 
3nt)I p folgt, rn. j. b. ro. 



■ 
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126. Sa£ bct Definition bind; Snbuctjon. 3fi eine beliebige 
(iifndid> über uuäfmtio» Slbbilbtmg eines ©üjtcmS Sl in fid) 
felbft, unb aujsetbem ein bestimmtes (Hemmt a in «ß gegeben, fo 
giebt e§ eine unb nur eine Sföftilbung ij> ber Saljleincifje N, meiere 
ben ■SBcbingimgeu 

II. ^ (1) = ra 

III. ^ («') — 6 tfi («) genügt, roo w jebe 3af)l beb eiltet 
9Je»>ei§. Da, roemt e§ raitflid) eine fo!d|e Ibbilbung ^ giebi, 
in if)r nad) 21 aurf) eine TOittmng ijr n beä ©öftemS Z n enthalten 
ift toeldje ben in 125 angegebenen 8ebingungen I, II, III genügt, 
)d nwjs, ttieil eä jletS eine unb nur eine foldje lobitüung ip n giebt, 
notfnuenbig 

$ (n) = ^„ (b) (») 

fein. Da tjicrburd) ty boUftänbig beftimmt ift fo folgt bajj e3 au$ 
mir eine einige [riefe Wbbiftmng ip geben lanu (bergt, ben S$tu| 
bon 130). Safe umgefefjtt bie burd) (n) befthnmte Stbbilbung ^ 
and) unteren ^ebmgungen I, II, III genügt, folgt mit Set^ttg* 
feit au§ («) unter Serürffidjtigung ber in 125 öeroiefenen ©igen« 
jdjaften I, II, unb (p), tu. ^ b. m. 

127. ©a|. Unter ben im borljergeljenben Satje gemachten 
Sorau&fefmngen ift 

V (T) = 61> (T), 
tao T itgenb einen Stjeii ber Saufen reifje JSf Gebeutet. 

£3eiuei§, Denn roenn t febe 3a(jt be§ ©üfiem§ T bebeutet, 
fo fiepest ty(T') au» allen ©lementen ^ (*'), unb Qty(T) aus 
allen Elementen Q^(t); I)terau3 folgt unfer ©inj, meil (nari) III 
in 120) ty(ff) = 6l>(t) ift. t 

128. Bai}, SSeljält man biefelben 33otaugfe|ungen Bei unb 
bejeidntet man mit Ö bie ßetten (44), tu cid) e ber Äübuug bei 
SüjlemS £1 in fidj felbft entfntedjeri, fo ift 

3* 
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S3eraei§. SEBir geigen sunädjft bmdj uoQftänbige Sttbuction 
(80), bnp 

b. X). baf] jebc§ 33ifb ^ («.) audj Element üon Q («) ift. 3n 
bei: %l)ai, 

q. bicfer ©4 iji rualjt für « = 1, tneü (mui; 126. II) 
ip (1) = w, unb tuäl (nod) 45) ra 3 D (a) ifi. 

<J, 3Jjt bei ©afc tnalir füt eine jgdft h, ift aljo 1>(n)$(i (<*>), 
\o ift ncicE) 55 quc() 6 O (*?■)) 3 O (o), b. f>. (wirf) 126, IIIj 
^ («') 3 Ö (ra) , alfo gilt bet ©a$ au$ für bie folgenbe ßatjl w '' 
tu, j. b. id. 

Um ferner &u betueifen, ba£ iebei (Slemcnt v ber Rette O (ra) 
in $ (N) enthalten, bofj atfo 

ift, menben mir ebenfalls bie »oflftänbige Snbuction, nämtiäj ben 
üuf £1 iiitb bie Ut&bilbung ß übertragenen ©atj 59 an. $n ber Sfjat, 

p, ba§ Element © ifi = # (1), atfo in ^ (2f) enthalten. 

0. 3|t v ein gemeinfameS Element ber ßette Ö (&) unb be§ 
(Srjftemg ij> (N), fo ift v = ip (n), tuo »& eine 3ßfyl bebeutet unb 
IjietauS folgt (nact) 126, III) B {v) = Q $ («) = ^ («'), mithin 
ift aud) tf (v) in ^ (N) eitit) alten, tu. g. b. tu. 

5(u§ beu betuiefenen ©ätien ip(N)lQ (c}) unb O (ra) 3 $ (tf) 
folgt (nact) 5) ^ (iV) = ö„ (o), tu. j. b. tu. 

129. @tt$. Unter bcujdoen SSorüuäfe|ungen ifi allgemein 

SetueiS bimf) üoEfiänbige gnbüction 80. Senn 

q. £er ©a|} gilt ^ufolge 128 für n = 1, tucii 1 = N unb 

^ (1) = © ift. • 

c, 3ft bot ©atj lualjr für eine Qcilji n, fo folgt 
6 ($ CO) 5= Ö(Ö (* («))); 

fca nun nadj 127^ 75 

o $> (O) = * W 
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unb nadj 57, 126. III. 

(Oo (* («))) = 0. (ö (# (*))) = öo (* 0')) 
tft, fo ergiebt fid) 

tfp (ni) = ß (* («0), . 

b. Ij. bcr <Sa| gilt audj für bie auf » folgcnbe 3aljl »', m. j. 6. tu. 

130. SSetttccfung. 33eöDt mir &u ben untätig jien Stntoenbungen 
be§ in 126 betoic jenen <3at;e§ bcr Definition burd) Snbuctton ü&er* 
gefjm (§§. 10 big 14), berurfmi e§ fid} ber 3Rülje, auf einen 
Um [taub tmfmerfjam 511 meinen, burd) rocldjen fid) betfel&e oon bent 
in 80, ober bicliucfyr fdjou in 59, 60 Benriefenen ©aije ber Bernau* 
ftratiou burdj Snbuction toefentlidi) unterf Reibet, \o natje aud) bie 
S3erraanbtfdjaft gmifdjen jenem unb btejetn 51t ^ein fdjeiut. SMljrenb 
nämlidj ber ©ajj 59 ganj allgemein für jebe Seite A gilt, mo A 
irgenb ein Sljeil eine» but'd) eine beliebige 9(übilbung q> in fidj 
fet&ft ab gebührten ©JjjiemS S i[i (§. 4), fo uerfjäft e§ fid} gang 
anbers mit bem <Sfl^e 126, roeld)er nur bie ©jiftenj einer miber* 
fürudjsfreien (über einbeutigen) Slbbitbung ^ be§ einfach unenblidjcn 
©trfiems' 1 iefjau^iet. Söoflte mau in bem tctjtcren ©cit^e (unter 
S3eibetjaltung ber S5orau§fe^uTigcn über £1 unb 8) an ©tefle ber 
3a^cnreilje 1„ eine beliebige ßette A au» einem fofdjen ©nftem S 
jefcen, unb etroa eine Slbbübung ^ Don A in «ß auf äljnlidje 
Söeife mie in 126» II, III baburdj befiniren, bajs 

q. jcbem ©(erneut a üon A ein beftmimte! nu§ i2 gesi)ä{jUe& 
(Clement t/> (a) cntfprcdjeu, unb 

0. bajj für jebeS in A enthaltene (Hement n unb bejfen 93itb 
11' = <p («) bie Scbingung ip (n') = Ö ^ (n) gelten foH, 
fo toiirbe fefjr häufig ber gcitl eintreten, bajj e§ eine fotdje 9lli= 
6 Übung ^ gar uidjt giebt, tneil biefe Sebinguugeu q, tf fclbfi bann 
nod) in Sßiberfjmid) mit eünmber geratljen tonnen, ttenn man aud) 
bie in p enthaltene SBa&lfrciijcit mm boriü)erctn ber SBebingung & 
gemäjs befajtiintt. ©in S&eifpiel ttrirb genügen, um fid) Ijterbou §u 
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überkugelt. 3p ba§ ou§ ben ücrjdjicbenen ©Iementen a unb b 
6ejler)enbe Softem 5 burd; <jd jo in fidj fetßft abgcbilbet, baft 
a' = &, &' = a wirb, ji> ift offenbar a = b = S; eä fei ferner 
baS aus bcn betriebenen Elementen «, /3 uub j> befieljeube 
Svjfiem £1 bind) Ö jo in fiefj fetbft abgebilbet, bajj ö («) = ß, 
(/3) = 7, fl (» = a luirb ; berlangt mau nun eine foldje $lb= 
bilbung ^ tum a in £1, bafj ^ (a) = a, unb aufserbem flu* jebels 
in a g enthaltene (Clement w immer ^(»') = Qii>(n) ttütb, fo ftöfjt 
man auf einen Söiberjprudj ; beim für n = a etgiebr fidj ^ (?>) 
= ö(«) = /3, uub fjierauS folgt für « = &, bajj ^(tt) = 003) = y 
fein müjste, roätjrenb bod) # («) = « mar. 

Wiebt e§ aber eine 2U>biIbung ^ bau j4 in £1, meld)e ben 
obigen Söebingungeri £, er ofme 9BtberfJ3tudj genügt, fo folgt au§ 
60 leidjt, bajj fie üallftänbig befiimmt ift; beim foenn bie Slbbilbimg 
% beufeiben Söebmgungen genügt, fo ift allgemein %(n)==fy(n) t 
med biejer <5a|i iu\o\%c q für alle in A enthaltenen (Itemente 
n — a gilt, unb ttieü er, ftieun et für ein Clement n uon Ä gilt, 
jufoltje ö aud) für beffen SÖilb »' gelten mufj. 

131. Hm bie Srogroeite unjeteS ©a|e§ 126 ittS 2id)t ju 
fe|en, motten wir fjicr eine Sdtadjtuug einfügen, bie aud) für 
anbete llnfeifudjimgcn, i- S, für bie fogenannte ©tttjjjjenttjeorie 
nü|Ii<§ ift. 

2Bir befragten ein ©tyflcm £1, beffen Elemente eine gemiffe 
SSetbirtbung geftätten, in ber 9lrt, bafj au§ einem (Elemente v burd) 
Gsmnurfung eine§ Elementes ca immer tuieber ein beftiiumteä (Clement 
beffelben ©tjftemS £& eutfprittgt, roeldje» mit o . v ober co v be* 
jeidmet metbeu mag uub im allgemeinen uon uro jit unterferjeibeu 
ift. SDcan !ann bie§ aud) fo aufraffen, bafj jebem beftimmten 
Elemente & eine befummle, etwa bind) cb 511 bejcic^ncttbc v 3tbbilbung 
be§ StjfiemS £i in fidj felbft entfjmdjt, mfofeni jebc§ Clement v 
ba§ beftimiute Silb rä (v) = mv liefert. SBeitbet mau auf biefe§ 
©ijftem £1 unb beffen Element ben ®aij 126 an, inbetn man 



39 

|ugleidj bie bort mit 6ejeio>nete »Übung bimf) e? erfe|t, fo 
entfernt jcbcr gatjl n ein bestimmtes, in ß enthaltenem (Stemmt 
$ (w), ba§ j$t bitrd) baä ©tinibol o w bejeidmet werben mag unb 
6i§weilen bie nte ^otenj bon ra genannt wirb; bieder SBegriff tft 
üoüftänbig ertlart bui$ bie ibun auferlegten SBebingungen 

IL to 1 = o 
III. o' 1 ' — ß> <a n , 
unb feine <&iften& iff bind) ben SeWetB bes ©ajjeS 126 gefn$ett 
3ft bie obige aSerBtnbung ber demente aufjerbem fo befdjaffen, 
U\) für beliebige Elemente (*, v, ra ftctS e> (v (0 = ( M *') P $/ 
fo gelten mä) bie ©ätje 

o*' = o n oj, w m o n = ra« ra™, 
bemt Steife leidjt burdj boüffanbige gnbuciion (SO) ju füljrcn 
fiub unb bem Sefer uberfaffen Meißen mögen. 

©ic borfteljenbe Qflgciueme SBettapmg Iö|t fid) unmittelbar 
auf fdgenbeS Setfjnel antoenben. 3jt iSf ein ©ojiem öon beliebigen 
Elementen, unb £1 ba§ äiigetjöngc ©ttffem, beffen demente bie 
fäiumtlidjen «Übungen v üon S in fidj felbft finb (36), fo fojfen 
biefe (Stemmte fic& nad) 25 immer &ufammenfe|en, weit v(3)lS 
i[t, unb bie a\$ folgen Slbßilbungen v unb ca äufammengefe&te 
iBbilbung mv i|t fet&P wieber (Hement uon & Saun finb audj 
alle Elemente a>" »Übungen oon £ in fid) felbft, unb mau fagt, 
fie cui|iefjen biird) Söieberijolung ber »ilbuug co> SBir wollen 
nun einen einfachen 3ufammenl)ang r>roortjeben, ber jwtfc&en biefem 
Segriffe unb beut in 44 etflatten ^griffe ber tfeite m e (A) befielt, 
Wo A Wteber trgenb einen S^eil üon S bebeutet. S^eidjnet man 
ber tfürje Ijatber baS bnrdj bie »Übung ra" erzeugte S3itb a* (A) 
mit A nt fo folgt ou§ III unb 25, bafc a> (4 B ) = ^*» Ifr £> iei ' s 
au§ etgtebi fid) leidjt bur$ uottfiänbige Snbucjtion (80), bafj alte 
biefe ©öfterne A n Steile ber ßette o (Ä) finb; benn 
e . biefe iöetjauptuug gilt infolge 50 für » = 1, unb 
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ö. loeim [ie für eine Qalji n gHt ^ fo folgt cih§ 55 unb mtS 
J n , = G} (A n ), bafj fie audj für bie folgenbe 3 a ^M n ' 3^ tD * S- 6« W. 
S3a femer nndj 45 ana) j43q ö (j!) ift, fo ergfefii firfj au» 10, bau 
audj ba§ aus" ^4 unb aus eitlen Silbern A n jufammcngc|e|tc 
Sü|iem jr.^ril tum ra (-4) ifi. Umgeferjrt, ba (nad) 23) ca (JE"> 
au3 (d (A) = j4 x unb aus allen ©tyflemen a> (j!„) = j4„-, alfo 
(und; 78) aus aßen ©ljftcumi j4„ jufammeitgcjetit ift, roetetye nnct> 
9 Steife bon JT finb, fo ift (und) 10) <a (JT)3J5:, b. $. K ift 
eine tfette (37), unb ba (nadj 9) J.3ir ift, fo folgt nadj 47, baft 
and) <a (^)3iT ift, SRit^in ift co (A) = K, b. £.. es &eftef)i 
fofgenbec ©ajj: 3ft a eine Slbbilbung eine§ ©rjjlemS S in [idj 
felojt, unb A injenb ein St)ril bon fl> fo ift bie ber 21&uilbiing o 
entfbtedjenbe Ätctte bon A jufantmengefe|t aus A unb aßen burd) 
SBieberfjotuna, bon a enfpefyenben Silbern a n (A). 2Bir empfehlen 
bem fiefer, mit tief et Slujfajfung einer ficite §u ben früheren (Saiden 
57, 58 jutüdjufe|ten. 

§• 10. 
®ie (Haffe ber chtfadj unenblicfjen ©üffemc. 

IS 2. ©a|. tKfle ein fad) wtenblidjen Sljfteme finb ber 3°^"* 
teilje N unb fo(gfia) (nad) 33) audj einauber äfjnlidi. 

Beweis. ®S fei ba§ einfad) uneublidje Stiftern ß burd) 
bie TOilbmtg georbnet (71), unb es fei ra ba§ fjierbei auf» 
tretenbe ©nmbetement bon Si\ oejeiä)nen mir mit Ö »lebet bie 
ber TOilbimg entjpredjcnben Letten (44), fo gilt nad) 71 
fJrotgenbeS : 

«. 0(ß)3ß. 

ß. ß = Ö (e>). 

7. 03 ifi nirf)t in 6 (ß) enthalten. 

cT. $ie Stbbilbuncj ö ift eine öfjnlitöe. 
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gebeutet mm $ bie in 126 befinirte Wbbitbung bei: 3at)lenrei1je N, 
fo folgt au% ß unb 128 jimödjft 

* (K) = &, 
imb mir Ijaben baljer uad) 82 mtr nod) §u geigen, baft ^ eine 
äfjuHdje TOUbung ift, b. fj. (26) bajj betjdjiebcnen galten m > n 
and) ü«fcf)icbene Silber $ (m), ^ (w) entfprcdjcn. 3)er ©mnmetrie 
megcn bürfen mir nadj 90 annehmen, e§ fei m ;> », alfo m-'3«&, 
imb ber ju bemeifenbc ©af lammt barauf Zittaus, bajj ^ (n) nidjt 
in tf (»£), alfo (nad) 127) nidjt in 4> (n ) enthalten ift. ©ie§ 
bemrifcu reit füc jebe 3fll)i » burd) öoUftänbige Snbuciion (80). 
3n ber S^at, 

£. biefer <Sajj gilt nadj y für n — 1, meit ^ (1) = w, unb 
^(1 ) = ip(N)=& ifr. 

<j. 3fl ber ©a£ matjr für eine 3afjl n, fo güi er aud) für 
bie fptgenbe «$ä$I »'; beim märe 1r(ri) t b. fj. Q$(n) in ö^«) 
enthalten, fo müfjte (nacb, 8 unb 27) cuiäj ip («) in V «) "te 
Ij alten fein, iniifjrenb im feie 21uualmie gaabe ba§ Gegenteil befagt, 
m, j. 6. m. 

133. ©ojj. SebeS ©t)ftem, mc(d>» einem einfad) unenblidjen 
©öjem unb folgfid) (nadj 132, 33) audj ber 3af;(cnreifje JSf iujuiitf) 
ift ift ein fad) unenblidj. 

S&eroete. 3ft <& ein ber 3ctfjlentri!je F ä^ulidjeä ©bftem, fo 
giebt e§ nadj 32 eine füldje äljnlidje tttbb Übung ^ öon N, baß 

I $(N) = & 
niirb; bann fc|cn mir 

II ^ (1) = Q). 
5Bej«c§ne1 man nadj 2G mit ty bie umgefefjrte, ebenfalls äfjulidje 
%hh Übung öon &, \o entfjnidjt jebcni Elemente v Don & eine 
beftimmte 3'1^ W( v ) — w * nfimtid) biejenige, berra SSilb ^(w) = v 
ift. 3)a nun biefer ftafy n eine befummle folgeube Qaljl <p («) = n' r 
unb biefer mieber ein beftimmteS §tement ip (»') in ß entfpndjt, 
fo gehört %u jcbent Elemente v bc» ©ijjiemä ß aud) ein bejrimnrteä» 
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(Hemmt $ (ri) be[jel&en ©t$em§, bftS mir nt§ fflilb bon v mit 
ö(v) &qei$nen moflen. §ierburd; ift eine TOitbung bon ß in 
fidj fel&ft boflfiänbtg bcffimint*), uub um unfeten ©eil} 511 bemeifeu, 
wollen mir jergen, bn| iä burd) oI§ einfach unenblidjeä ©bpeui 
georbnei ift (71), b. Ij. bciB bie in bem Sefoeife bon 132 angege« 
denen SBebingurtgen «, ß, y, $ fänimttid; erfüllt ftub. Surtädjfl 
leudjtet « aus ber Definition bon unmittelbar ein. ©a ferner jeber 
3at)I » ein ©lernen* v=#(n) cntfbridjt, für met<$e§ ()') = #(«') 

wirb, fo ift Allgemein 

III. ty (n') — Oip («), 
imb r)iermi§ in SetBittbung mit I, II, « ergießt ftet), bafj bie 516» 
bilbimgen 0, 4' alle Sebingüngen be§ ©a|e§ 126 erfüllen; mithin 
folgt /3 au3 128 unb L Mndj 127 nnb I ift ferner 

unb f;ierauä in SerMnbung mit II imb ber 31efjulid)feit ber 9fb= 
bilbuug # folgt y, toetl fonft ^(1) in ^(.W), alfo («0^ 27) bie 
3at)l 1 in IV' enthalten [ein müjjft, ma§ (uaefj 71. y) uidjt ber 
g-aß ift. SBenn enblid) ju, v Giemen te Don Sl, nnb m f 01 bie eni= 
fnredjenbni garjten bcbcirfcn, beten Silber ^'(m) — fi, ^(«) = v 
finb, fo folgt auä ber Slnnatjme (u) — (v) und) bem Obigen, 
bafi ^ 0»') = ^ (»'), fjiercms wegen ber yiofjnlidjf'eit bon ty, <p, 
iuijj m' == n', *n = «, alfo ctudj p = v ift; mithin gilt and) ö, 
ro. j. &. ro. 

134. SÖemerhing. giifolge ber beiben üorljergctjenben @Q|e 
132, 133 Gilben alle ciufod) uncnblirijen ©ljjtemc eine (Stoffe im 
Sinne bon 34, gugleidj leuchtet mit 9cürtftdjt auf 71, 73 ein, bnf; 
jcber ©a| über bie galjlcn, b. tj, über bie Elemente n be§ burd) 
bie tJI&bitbung <p georbneten einfach iineublidjen ©t)jiem§ N, unb 
jmar jeber foldje @a|, in meinem bon ber befonbereu Sefdjaffeu* 
Ijeit ber dlemente n fjänjlicfj abgefeiert wirb unb nur bon fofdjen 



*) ÖjfmSat ift bie nadj 25 ou§ y, (p, \p jujftmmeitgefefete ^bt>Ut>miQ 
tp ipip. 
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gegriffen bie SRebe ift, bie oul ber Wuorbnung 9 entfbrtngen, ganj 
allgemeine ©ültißleii au<$ für JefeeS anbeve burd) eine Mbilbwig 
geotbnete einfach unenblidje ©öftem ß imb befielt ©lemente v 
beftfct, unb ba| bie Ueöertragung bon # auf ß (3. 33. audj bie 
Uebetfelung eine» ariHjmetijdjcn (SatjeS au§ ein« ©brache in eine 
anbete) burd) bie in 132, 133 betra<$tete TOilbung ^ gef<|te^t, 
weldje jebc* Clement n bon JW in ein Clement v bon &> namlid) 
in 4> («) berwanbelt. £icf e$ Clement v fann man ba§ » te Element 
bon £1 nennen, unb Ijictuaa) ift bie 3a(jl w fei&fl bie «tc 8«*) 1 
bei* ^afjlenrcifje iV. ©iejelfce Sebeutung, wetd> bie Ibbiibung q> 
für bie ©efefce im (gebiete N Jeftfet, infofern jebem Elemente n ein 
befiimmteS ©[erneut # («) = »' folgt, tommt na$ ber bind) ^ 
betouüen SSerwanblung ber 9l6biibung &u für biefelben ©efe|c 
im (Miete £l t infofern bem burd) Sermaubhmg bon « entflanbenen 
Elemente v = ty (n) ba§ burd) *Berronnbmng bon n' entjianbene 
©fernen! 0(v) = i|>(n') folgt; mau fann bat>cu mit M)t jagen, 
bof] 9 burd) ty in ö berwanbelt wirb, was fidj fbmktifdj burd) 
= $ <p f ., 9 = f ö ^ auSbrärft. Surd) biefe SBemerfungen 
wirb, wie idj glaube, bie in 73 aufgefieüte (Srflärung be§ Segriffe» 
ber Satjlcu boüpnbtg gereetjtferfigt. 9Bir Seijen nun ju ferneren 
Slnmcnbinigen bcS ©ntjeä 126 über. 



11. 



Slbbition bet Qaljlen. 



135. (Sitläumg. 6§ liegt mu>, bie im <§a$e 12G bar- 
gcftetlte Definition einer Sdwittmna, * ber ga^lenrettje N aber ber 
bnrdj biejelbe beftimmten Function ty («) auf bon Satt anäü= 
weuben, wo ba§ bort mit Sl Begegnete ©öftem, in weldjem ba» 
SSilb ip(N) enthalten fein faß, bie 3ar)tcnrei^e 27 fclbfr ift, weil 
für btejeS ©bftem Q jäwn eine TOifimng G tum £ in fid) fel6ft 
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öorliegt, mimtitf) biejentge Ibbilbmig <p, burd) roeldje N als einfach 
imcnblirfjeä <Si)ffem georbnct i[t (71, 73). Sflitit tuirb aljo Sl=N, 
8(n) == 9(«) = w', mithin 

I. 4>(N)1N, 
imb e§ ftleitt-, um # bofiftüubig ju befummelt, nur nod} übrig, 
bas (Stement o au» ß, b. fy. au» JT nadj 33eiiebeu §u warfen. 
9M)nim mir ro — 1, fo mirb # offntßai; bie ibentifdje $(ubilbimg 
(21) tum N, roeit ben Sebtnpttgen 

allgemein burd) tf»(n) = n genügt tmrb. Soft alfo eine anbeve 
9(boilbung ^ bon N erzeugt werben, jo muß ftit w eine üüu 1 
bevfcfji ebene, nnd) 78 in A 7 ' enthaltene 3<j$ »»' gcwaljlt werben, 
um m felbft itgcnb eine ge$l Bebeutet; bn bie TOitbung $ offen» 
bat bon ber äöaljt biefer ßatjt m afilj angig ift, fo beäcidjueu mir 
baä entfpredjeube Säilb # (») einer beliebigen gat)! » burd) baä 
©ümbot m -f- n, imb nennen biefe 3<rfjl bie ©umme, roe(d;e 
aus ber 3afl i« burd) Mbbition bei: 3at)t n enifteljt, ober lurj 
bie «Stimme bei* gafjlen m, ». ©iefeföe ift M)n nadj 126 öoII- 
ftiiubig beftimmt burd) bie Sebinaungen *) 

II. m -f- 1 — m' 
TTL m + n' == (m. -j- »)'. 
136. ©o|, <£S iji m' -f n = m + »'. 
Sewete burd) bofljränbige SnbudiDu (SO), Senn 
9. ber ®a| ift wafjr für » == 1, weil (mtd) 135. U) 



*) ©ie obige , nntititfcloot auf ben <Sitl} 12G gr<irimbetr (h-tffiumg ber 
Sübbittoti jdjcint mir bie einfat^fte ju jetn. "DJitt 3ujteTjutig be§ in 131 etit* 
rairifelim iBcgriffcä fatnt mon ober bie Summe m 4* n audj buretj ^» (m) 
ober purtj burd) ^ m (») beftnimi, uid p wieber bie obige 93cbcuiung Ijat. lim 
bte todTlftaitbige Uc&rrcinftimmung biefer Sefiuiiionen mit ber obigen ju ß> 
töeifen, brmtrfjt man nadj 126 nur 311 aeigeu, bafe, Wenn 9?« (m) ober f/«» (») 
mit V-'(h) b^fidjnet loirb, bie 33cbijigungen 1^(1) = m', V(»') = p'/'OO 
erfüllt finb, was mit §itffe ber tiolljlflnbiflm Subucfiott (80) unter SujtetjUHa 
oon 131 teidjt gelingt. 
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m' -f l = (m')' = (m + 1)', 
unb (und) 135, III) (m +■ 1)' = m 4- 1' ift. 

ö. SP ber ©o| tualjr für eine 3alji », unb fcfct man bie 
folgenbe 3ofj[ n' = p, fo ift m « -f_ n — m + #, alfo aud) 
(m' + nj = (m + _p)', woraus (nadj 135. III) m'+p = m-\- p' 
folgt; mithin gilt ber ©a£ cuidj für bie folgenbe gofjt p t to. 5. 6. to. 

137. @a|. (£§ i|i m ' + w = {m 4- «)'. 
©er ScluciS folgt au§ 136 unb 135. IIL 

138. @a£. (Sä i[t 1 -f « = »'. 

SetoetS burcf) üoüftünbige Snbndion (SO). 5Dcim 
q. ber eajj ift nndj 135. II tnafyr für » = 1. 
ö. ©ift ber 6a| fite eilte 3g§1 w , unb fefet mau »' = # fo 
ift 1 + n — j), alfo and? (1 + »)' = y, mithin (nadj 135. III) 
1 -f P = #', b. f?. ber <Sa| gilt auc$ für bie folgenbe 3atjl p, 
ID. \. &. tu. 

139. ©ai> S3 ifi 1 + n = w + 1. 
Skr aäemetS folgt aus 138 unb 135. IL 

140. <§af(. S§ ift m -\- n = w -|- ?». 
SBcuiciä burd) DoHftänbigc Snbuction (SO). Senn 
p. ber ©als ift nadj 139 toaljr für n = 1. 

ö. ®ilt ber @a| für eine galjt «, fo folgt barauS aud) 
(tn 4- n)' = (« 4- »")'' °. 5- ( ,m( *) 135. IH) w + w ' = ■ » 4- »»', 
mithin (rtat^i 136) m 4- »' = «' 4- »*; mitfjin gilt ber ®a|s audj 
für bie folgenbe 3 cU )t »', Id. &. &. id. 

141. ©a&. <S§ ifi (Z + wt) + n = l 4 ("* + »)• 
®emei§ burd) üoUftanbi^e Snbuction (80). ©emt 

q. ber <Sa£ ift maTjr für n = 1, tuet! (nod) 135. II, III, II) 
(I + m) + 1 = (Z + «0' = 2 + m' — 2 4- (*» + 1) ijl. 

ö. ©ilt ber ®ah für eine 3 a ^ n > f° folflt barauä auc^ 
(G + »0 + »)' = ( ? + ( m + »))', b. 1). (nadj 135. III) 
p 4- m) 4- »' = ? 4- ('» 4- «)' = * 4- («* 4- »')< 
alfo gilt ber ©a| aud) für bie folgenbe gafyl »', tu. j- &. id. 
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142. ©c$. @§ i|t m + n > n*. 

S9«uei§ btirdj uoflpnbige Snbuctton (80). SDerwi 

p. bet ©cijj ift narfj 135. II unb Ol tuäljr filt n = 1. 

o. ©ilt bet @q| für eine 3nljl », fo gilt er nad) 05 audj 

für bte folflcnbe 3al)l »', weil (narf) 135. III uiib Ol) 
t» -j- n' = (m 4- w )' > "* + n 

\% tu. s- b. tu. 

143. So|. Sie Sebthgitngen m > a unb ms 4- " > c * + n 
fiub gleicrjroert^ig, 

SBetueÜ burd) öotpnbige Snbitäion (80). Senn 
p. ber ©o| gilt &ufülge 135. II unb 04 für « = 1. 
&. ©Ut ber @cu) für eine gafll », fo gilt er and) für bie 
fotgeube 3d)t «', tueil bie Säebingung m + m > a 4- « nadj 94 
mit (w + w)' > (a 4 »)', alfo iiadj 135. III auä) mit 

m 4 n' >a-(- »' 
gleic§tuert§tg tfi, tu. 5. b. tu. 

144. Sirt). Sp »1 > « unb n > 6, fo ift audj 

IM + « -> * + &• 

SSetociä. ©enn aus «uferen SBoraüSfefungeu folgt (nad) 143) 
»w 4- n >■ a 4- n unb » 4- a > ö 4 » »ber, mos nad) 140 baä- 
felbe ift, a 4 w > a 4 6, ttötauB fid) ber ©tu) nad) 95 etgiebt. 

145. @t$. 3|t »J 4 ■ » = « + *» fo »P w = a ' 
23etoei§. Senn tuetm m mä;t = a, alfo nad) 90 enttueber 

m>« über w*<Ta ift, fo ift naä) 143 entjpredjcub m + »>a+ " 
ober m + » <C a 4- n, alfo fann (nad) 00) m 4- « getoijj nWjjt 
= a 4- » fein, m, &. b. tu. 

146. ©a£. 3Ji Z > », fo giebt c* eine unb (nad) 145) nur 
eine 3 ll §l i»,"toeI$e ber Söebingung m 4- m = Z genügt. 

SemeiS burd) Dofljttmbige Snbuction (80). 5D*nn 
p. ber Bai} ift tuatjr für n = 1. 3n ber Sfjat, tuen« l > '1, 
b. I). (80) tneiiu Hn A 7 ' enthalten, ttlfu bo§ 33ilb m' einer Sa(;l 
jw ift, fo folgt am 135. II, bajj l = m 4- 1 ifc tu. §■ b. «• 
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ö. '©ilt bei" ©a| für eine ßatjl n, [o feigen mir, bajs et tmdj 
für bie folgenbe Sa^l «' gilt, 3n ber Sfjat, tuenu 2 ;> n' ift, fo 
ip nac§ 91, 95 and) ? -> n, unb folglich gießt e§ eine Qatjt fc, 
mcldje ber SÖebmgurtg l = h ~\- n genügt; ba biefef&e nad) 138 
berjdjieben uon 1 ift (rocil fonft l = »' roäte), fo ift fie nad) 78 
baS ffliib m' einet 3ab,l wi> unb folglicrj ift Z = m' + n, aljo nad) 
136 audj 2 = wj 4- n' t to. j. 6. tu. 



§■ 12. 
SH u 1t i p 1 i c a t i o n bei* 3 a (; [ e it. 

147. (SrHövuug. 9?ad)bem im bortjergefyenben §.11 ein un= 
enbfiff)e3 ©tjjlcin neuer lü&tlbungeit bet ^ab/lenretfje N itt fid) 
•jelbft gefunben ift, fann man iebe berjelben nad) 126 roiebet &c= 
mitjen, um aBermäfS neue Slbbilbtangen ^ Don JV |u eräugen. 
3nbem man bafelbft Sl = N, unb (n) = m 4 » = » 4 '» 
fe|t, rao »w eine befiiiumte gar/t, toitb jebeufafts triebet 

I. $(N):iN, 
unb c§ bleibt, um ^ üoflfiänbig &u befummelt, nur nod) übrig, baB 
©lernen t ra ans iV nadj ^Belieben ju toasten. Set einfodjftc f£äö 
tritt bann ein, mein» man biefe SSarjl m eine gemifje lieberem» 
ftimmung mit bet SBaljl oon 6 bringt, inbem mau o = w fe^t. 
3)a bie tjierburd) Doöftänbig beftimmte Sibuilbimg fy Dmt biejet 
3af)I m abtjangt, fo begetäjnen mit ba§ eittfJJredjenbe Sitb ^(n) 
einer beliebigen gnljt « burd) ba» Sr/mbnl mxn ober m.w ober 
mn, unb nennen biejc gn&l baS 9ßrobuct, roeldjeS au3 bet 3al)f 
m bind) ^uttiplication mit bei gatjl » cntftet)t, ober fiiq 
ba§ s £vobuct bet gn igten m, n, $>äff elfte ift bat) er nad) 12G boll- 
ftäubig befttmmt burd) bie ©ebingungen 

II. m . 1 = m 
III. m n' = mn -\- m. 
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148. ©ajj. G» ift m'n = mn + w. 

Setoeii burd) öoflfiänbige ^nbuttion (80). ©emt 
@. ber ©all ift und) 147. II unb 135. II tDtttjr für n = L 
6. Gült bcr ®aij für eine gdjt », fo folgt 
m'n + jw' = (mn + «) 4 w' 
unb $tex<W§ (narf) 147. III, 141, 140, 136, 141, 147. III) 
m'n' = mn + (n -f «»') == wn + (»»' + '0 
= mn 4 (m + «•') == (mn 4- m) -f «' = mn' + « f ; 
dfo gilt bcc ©aij and) für bie folgenbe 3al>t ri, \v. j. ö. 10. 

149. ©a&. ®S ift l.n = ». 

Setoeil burd) boflftanbige Sfnbuction (SO). Senn 

g. ber <5a$ ift nodj 147. II foaft für n = 1. 

ö. ©ilt ber (Sag für eine 3# ** 1° f oI 3* !.» + ! ==« + 1* 

b, I). (uacfi 147. III, 135. II) 1 .«' = »', aljo gilt bei Satj and) 

für bie- folgenbe %ofy\ ri f ro. 5. 6. m. 

150. <Solj. SS ift «tn = nm. 

33etuei§ burd) tjottfiüubige Snbuction (80). Senn 
p. ber &ü§ gilt nct<§ 147. II, 149 für « = 1. 
ö. ©ift ber ©aij für eine 3a$l », fo folgt 
f» rc + «1 = » w* -h «*» 

b. I). (nadj 147. III, 148) mn' = n'm t aljo gilt ber ©afc audj 

für bie folgenbe 3al)t ri, tu. 5. 6. ro. 

151. <Sa&. ®ä ift l (m -f «) = 7m + 7». 
SBcfteiS bur^.öoHpnbigc gnbuctiou (80). Senn 

q. ber ©aij ift naa) 135. II, 147. III, 147. II toafjr für 
n = 1. 

ö. ©ift ber @a| für eine gatjl », fo folgt 

l(m 4- «) 4 3 — P*ü» + *») 4- h 
M$ 147. III, 135. III ift aber 

l (m 4- «) 4- ? = l (m 4 »)' = l 0» -f »*) 
nnb nad) 141, 147. III ift 

(l n* -H») + J = ?*» 4 Gn + Z) = l» 4- *»V 
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mithin ift 7 (m -f ri) z=Jm-\- In', b. t). bct ©nfc gilt andj für 
bie folgeubc ^nt)l »', tu. $. b. to. 

152. (£ajj. ßä ift (m 4- n) l = ml + nl 
®ct 93etoei§ folgt au§ 151, 150. 

153. ©a£. (B i[t (Z«*)m = f (mn). 

39cind§ burcf) t>oflftänbige ^nbuction (80). £)ciut 
p. bei ©a£ gilt nocfj 147. II für n = 1. 
e. ®ilt ber (Sntj für eine gctfjl % \o folgt 
(Z «1) n -\-lm = 1 (m ri) + 7 m f 
b. t). (nacf) 147. III, 151, 147. III) 

(l m) ri = l (m n -{- m) = l (m «'), 
<\[)o gilt ber ©a£ aittfj für bie folgeubc 3a£)l ri, m. §. &, tu. 

154. SÖemetftmg. ijjätte man in 147 feine Sfiicljuna, püi|cl}cu 
m unb angenommen, [otibern o = ft, 0(m) — m -f- » gefegt, 
fo roütbe ijtetauS nact) 126 eine weniger einfache TOilfaung t/> ber 
galjlenveifie N entfianben fein; für bie 3(ir}( 1 mürbe p(l) — K 
unb für jebe tmbere, aljo in ber $orm »' enthaltene $a$ würbe 
4>(V) = mn 4- ft; benn Ijierbnrd) toirb , tuonon man fiel) mit 
3u4if!jnitg ber bortyergefycnben ®ä^e Ietdjt überzeugt, bie 58ebingtmg 
$ (ri) = ty («) , b. fj. ^ {ri) = m -\- ip (n) für ade ßoljlen ** 
erfüfit. 

§■ is; 

^ß d t e n 5 i r im g ber galjteu. 



155. (Stflftrung. SSBenn man in bem ©a|e 126 nueber 
Sl = JSf, ferner ca = a, fl(») = a« = no Je&t, fo entper)t eine 
9lbbtlbimg qf> üon .W, roeldje abermals ber SBebinguvtg 

I. il>(N)i2f 
genügt; bn§ enifriredjenbe ©üb ip (n) einer beliebigen 3aljl w bc= 
jeicfjnen wir mit bem ©ijm&ol a n , unb nennen biefe galjl eine 
Spot en 5 ber 53a jiS a, nmrjrenb » ber ©jponent biefer ^ßotenj 
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bon a §ei|t ©iejer 33cgriff ift bafjcr uollftiinbig benimmt btiird) 
bie Sßebingungen 

II. fti = a 
III. a'«' == a . a n = fc" . a. 

156. ©ajj. @3 ift a"» + » — a"'.« n . 

ffleireis burd) boKftänbige 3-nbuction (80). ©etm 
p. ber ©ctf gilt na$ 135. II, 155. III, 155. II für n = h 
(?. ©ilt ber 6n| für eine 3af)f TC * f D f^Ö* 
a'» + " . a = (a m . a h ) a ; 

na&) 155. in, 135. III ip aber a m + n .a = b< w +*>' '= a w -+«', 

unb nad> 153, 155. III ift (a m .a n ) a = a m (a n .a) = a m .a n '; 

mithin ift a m + »' = a w . a n ' t b. 1). ber ©a£ gilt audj für bie 

folgenbe 3^ n ' f K - h 6. tu. 

157. Gag» <g§ ift (a m )" = a t,,tt . 

S3emei§ burd) öollffönbige Snbwction (80). ©eim 
p. ber ©afj gilt midj 155. II, 147. II für n = 1. 
ö. (Siit ber Sats für eine 3«¥ », fo folgt 
(a m ) n .a m = a mn .a m ; 
nn$ 155. III ift aber (« m ) M .a ,n = (a m ) n \ unb naäj 15G, 147. III 
ift a mn .a m = a mn + m = a mn '; mitbin ift (#■*)*' == a* 1M ', b. §. 
ber <Sajj gilt oud) für bie folgenbe 3alj( w'# fö - S- &■ tt). 

158. ©ajj. ©§ ift (a&) n = a».&». 

33etuei§ burd) bollftanbige Snbuctton (80). ffimtl 

p. ber ©tilj gilt nadj 155. II für n == 1. 

ö. ©itt ber ©a§ für eine galjl w * 1° fotßt ncdj) 150, 153, 
155. III au$ (a&) B .a = a (a n .&") = (a.a n ) b n — a n '.& fl , unb 
I)ierau§ ((aby.a)b = (a*\ft»)&; umf> 153, 155. III ift aber 
((a &)*• . a) & = (a &}" . (« l) '= (a &)"=; unb e&eiifo 
(»»'.&«) 6 = a*. [&*.&) = a*'.&»'; 
mithin ift (a &)"' = a n ' ; &»', b. $. ber ©njj gilt aitct) für bie 
folgenbe 3<rf)J *3 w. 5- &• w. 
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STnjarjt ber (Slcmcuic eincä enblidjcn ©tjfremS. 

159. ©afj. 3ft 2 ein unnibli<$e3 ©tijem, fo ift jebeS ber 
in 98 erflnrtm görjlä^fteme Z n einlief) abbtfbbar in 2 (b. I). 
clniüd) einem 3$eHe Don 2), unb umgefeint 

Sctücig, SBenn 2 imcnblid) ift, fo giebt e§ nadj 72 gemifj 
einen Erjcit T uou 2, melier rinfadj imcnblid), alfo nadi 132 bcr 
3rtfjlcnvei|e N ätmlidj ift, tmb folglia^ ift neefc 35 febe§ (Softem 
Z» ata 3^eil üdh 2?" aud) einem Streite tion T, alfo auet) einem 
Steile bon 2 äfjiitirfj, W. %, b. tu. 

liDer S3eiüei§ ber llmfefjtung — fo einlcudjtenb biefelbe er* 

fdjeinen mag — ift umfiätuMidxr. SBenn jebe»" ©ijfiem Z n äljntiftj 

nbbilbbar in 2 ift, fo entfpridjt jeber Qixty n eine foldje äfjulidje 

Ibtülbuug a n Den Z, lf baji «„(£„) -3 2 unrb. Wuä ber (Sjiftenj 

einer fofdjen, als gegeben anjuferjenben 9?ett)e tion 9lbbilbungen «„, 

über bic aber meiter 9üd)tS Doraiiygcfetjt luirb, leiten mir juncidjft 

mit £>ü1fe be§ ©aije3 126 bie ©Kiftenj einer neuen 3?eitje dou eben 

foldjcu Slbbilbtmgen #« ab, toeld)e bie beionbere (Sigenfdjaft befiel, 

bafj iebeSmal, menn m < », alfo (nadj 100) Z M iZ n ift, bie 

Stbbilbnng 4f m be§ £t)cile§ Z m in ber 9tbbllbutig ^ n Don Z n ent= 

Ijalten ift (21), b. I). baf; bie Slübilbungen i> m unb ^„ für afle 

in Z, tt enthaltenen 3af)len gän^liä) mit eimmber üoeieinftimmen, 

dfo aud) ftetä 

i> m (m) — $ n (in) 

wirb. Um bett genannten @a& biefem 3*^ semüjj irnjutbenbett; 

Derftetjen mir unter & baS jenige Softem, beffen (Steinen te aüe über* 

tmupt möglichen ärjnlidjen 5tbbübuiigen aller ©ufteine Z n in 2 

finb, unb befiniren mit ipülfe ber gegebenen, ebenfalls" in Sl ent= 

IjaUcnen Elemente a n auf folgeubc 9Beife eine SIbbilbimg Don & 

in fidj felbft. 3ft I 3 frflenb ein dement üon ß, alfo 5. 33. eine 



} 
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älnilidje Siübilbimg be§ bcftimmten ©trftemS ^» in L jo tarnt 
ba§ Sljfiem «„.(^i-) itidjt Sljeit bon /3(Z M ) [ein, weit [onft Z„» 
nad> 35 einem Steile bon Z n , alfo tmd) 107 einem ecfjten Steile 
jdner felbft äfmtid), mithin unenblid) Wate, roa§ bcm @a£e 119 
roibecftoredjen mürbe; e§ giebt bajjer in Z n - getoijj eine 3°^ ober 
berjdjicbeue $cn)tm JP *> et ^ rt ' bn & w n'(jP) nidjt * n I 3 i z n) ent- 
halten i[t; bon btefen Saljlen # wählen mir — nur um etwaS 
JBejiimmteä feß$uje$en — immer bie Iteinfte Je (96), imb befiniren, 
ba Z n , nad) 108 auS Z n unb ri jufammengefeli ift, eine p« 
bilbung y bort #»■ babuid), ba& für afle in Z n enthaltenen galten 
m ba§ 33i(b y(m) = ß(m), unb aujjetbem y(«') = «*(£) fein 
fofl ; biefe, offenbar ätjntt<$e, »Übung y bon Z n > in 2 feljeu mir 
nun all ein SSilb 0(ß) ber Stbbilbung ß an, unb tjierburd) ift 
eine TOUbung 6 be§ ©ljftemä & in fictj fetbfi böflfiänbig bqinirt. 
SRaäjbem bie in 126 genannten Singe ß unb befftmmt fiub, 
matten mir enblidj für ba§ mit o &e&eld£jncte Element bDn & bie 
gegebene Slbbilbung « L ; fyerburd) ift tmd) 126 eine Stbbilbuua, tj> 
ber Sdjicureitje N in ß beftimmt, tneldje, wenn mir bas jugeprige 
33i(b einer beliebigen $a$l n nidjt mit ip(n), fonbern mit ty n be= 
äeidjnen, ben SSebingungen 

II. Hfl, = «! 

HL ^ v = ö(4 1 „) 
genügt 3>urä) bollfiönbige 3nbuction (80) ergiebt ftd) suuädjff, 
bau ip n eine äljnlidje Stbbübimg bon Z n in I ift; Denn 

g. bieg ift jufolge II mar)r für » = 1, unb 

0. Wenn biefe Setjemptung für eine Saljl n antrifft, fo folgt 
au§ III unb au» ber 9M be§ oben befdjriebeneu Uebergongeä 
bon ß j« y, bajj bie Skljaubhmg audj für bie folgenbe gatjl w' 
gilt, tu. j. b. m. hierauf üc weifen mir eben falte burdj bollftönbige 
Snbuction (80), bflfi, wenn m irgenb eine gafjl ift, bie oben au* 
gefünbigte (Sigenfdmft 

^ n (tn) == fe(*») 
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wirftid) cfa Stielt n glommt, weldje ^ m finb, oifo nad) 93, 
74 bec Seite w nngetiöven; in ber %l)üi, 

q. bieg leudjiet unmittelbar eilt für n — m, imb 
ö. toenn biefe @igenf$aft einer galjl n lufommt, fo folgt 
tötete mt§ III «nb ber Sejdjaffenl)eit Don 0, ba| fie audj ber 
3a^I «' fcufommt, n>. j. b. m. 9tod)bein audj biefe befonbere 
<5igenj$aft unferer neuen SR ei (je tion Mlburtgen f„ feftgefieHt ift, 
fönneu nur Unferen ©atj leid)t beweijeu. SÖir beftnuen eine 916» 
bißrong je ber 3af)(enrei^e Jf, inbem Wir lebet Saljl » ba? S&ilb 
^(n) == fe(«) eutfbredjcn lafjcu; offenbar finb (unef) 21) alle 
tMbbiltnmgeu f„ in btejet einen TOUbuug % enthalten. $ta *« 
eine TOitbung üon Z n in 2 war, fo folgt äunää)ft, ba| bie 
Safjlenreifje N bur$ x ebenfalls in 2 abgebitbet wirb, alfo 
X0H32 ift. ©wb ferner m, n berjdjiebene %0m, \ß barf man 
ber Symmetrie wegen nad) 90 annehmen, eS fei m < «; bann i|t 
na$ bem Obigen x (»0 = tfmO») = ^n (*»), nnb % («) = *» («); 
ba aber tn eine äljnlidje »Übung bon 2„ in 2 war, nnb m, n 
betriebene Stemente bon Z„ finb, fo ift *„(*») betrieben bon 
i^O), alfo audj %(m) belieben üon %(n), b. % % iß eine ä|n- 
lia)c »IbbUbung Dan JV. S>a ferner 2V ein unenbti<$eS Softem ift 
(71), fo gilt nad) 67 bajfel&e öoii bem ifjm äfjnlidjen Softem 
X(N) unb und) 68, lucil %(N) %fy\\ üon 2 ift, aud) bon 2, 

ro. j. b. w. 

160. €*$. ©in ©bftem 2 ift enM$ ober uueublidj, je 
uadjbcm e§ ein tfjm äfjnUrtjeS ©uftem Z» giebt ober uidjt gießt, 

23eweiä. SBenn 2 enbtidj tft> fo giebt e§ nad) 159 ©ojieme 
Z ni mW «ic&t älmlid) abbitbbar in 2 finb; ba na$ 102 baS 
Skiern Z t aiti ber einzigen §a# l beftefjt unb folglid) in iebem 
©tjfteme cujnlwj abbitbbar ift, fo mujj bie fteinfte Satjt l (90), ber 
ein in 2 nidjt äljnlidj abtöftfiäteS ©oftem Z u entfprid)t, berfdjieben 
öon 1, alfo (nad; 78) = «' fein, unb ba n < n' ift (91), fo 
giebt e§ eine äfjulidje ^ibbilbmig ^ bau Z n in 2;. Wäre nun 
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$(Z n ) mir ein edjter £Ijnl Dön 2, gä&e e§ atfo ein (Element « 
in 2, roelrfjcs nicfjt in #(/?„) enthalten ift, fo fönnie man, ba 
Z n r — M (Z n , n') ift (108), biefe^lubitbung $ p einet är)nlicr/en 
9l&bilbung t^ öon Z n * in 2 erweitern, inbem man tp(n') = « 
fetjte, toä^rento bod; nad) unferer 9fmiar)ine Z n < nid)t ääjuürf) nb~ 
bitb&ar in 2 ift. gflitftn ift 4>{Zj,) = 2, b. f,. ^ nnb 2 finb 
fifjntirfje ©rjfteme. Umcjete-rjri, tuenn ein ©Aftern 2 einem ©interne 
Z n äfmlid) ift, fo ift 2 wirf) 119, 67 enblid), m. j. 6. tu. 

161. (Srflürung. 3ft 2 ein eublidje§ ©tjftem, fD giebt e§ 

nad) 160 eine, unb und) 120, 33 and) nur eine einzige $al)[ n, 

roeldjer ein bem <5l)fteme 2 ätjnUdteS ©ijjtem Z n cnt|4>rki;t ; biefe 

3af)l « Ijcijjt bie pingafyl bet in 2 enthaltenen Elemente (ober and) 

bei ©tab be» SljfieniS 2), unb man fagt, 2 beftefye au3 ober fei ein 

©jftem öon n Elementen, ober bie Qn\j[ n gebe an, mie üiefe Efe= 

mentc in 2 enifjolten finb*). Sßenn bie $al)lm benu^t »erben, um 

biefe beftnumte Eigeufcrjaft enblia>r ©nffemc genau onSjübrütfeti, fo 

tjeifjen fie Garbinaläaljlen. ©obalb eine öepimmte äl)nlid)e 5ttb« 

bilbung ^ be§ ©nftemS Z n geiual)tt ift öermüge tueldjer ^(iT n ) = 2 

wirb, fo entfptitfjt jeber in Z n enthaltenen Satjl m (b. t). jeher ^aljl m 

roeldje <| w ift) ein bejtimmtcö Element $(m) be§ ©tjjtemB 2, 

unb tiicfmättS entfernt nadj 26 jebem (Elemente öon 2 burdj bie 

um geteerte Wilbung y eine befummle gal)I m in 2». ©ef)r oft 

be^cidjuet man nOe Elemente öon 2 mit einem einzigen SBudjffaben, 

j. S. «, bem mau bie unierfdjeibcnbeu galten m als Seiger an* 

längt, fo baf> $ (m) mit «„, 6ejei<$net roitb, gjton fagt aud), 

biefe Elemente feien gejäljtt unb burd) ip in befiimmter iSBeife 

georbnet, unb nennt a m bn5 wate Clement bon 2; ift f*J <; n, 

fo Ijeifjt «„. ba5 auf « m folge nbe Element, unb a m [jdfjt baS 



*) ©er X-eutlidjfcit uirt) ©iufndjtjcii iuegen bcjetyriiiifm mir im gotgriibeii 
ben ^Begriff bet ?lnjotjl burdjauS auf eitblidje ©tjfieme; luemt wir bn()cr Don 
einer Sitiptil geiüifjer Singe tyri'djen, \o )dU ^onüt immer fdjon auSgcbviirft 
jetn, baß i)Q& ©tyftem, bejjeu eienitiite Die Je ©iuge fürt), ein enbliiljcä t[i. 
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leiste (Stemmt, 33ci bfefem Säfjtcn ber (Elemente treten bnTjcr bie 
3ütjlen *» mieber ni§ Crbinaljciljjlcn auf (73). > 

162. @aj>. Wie einem enblidjen ©tjftetne nljnlicfjcn ©tjficme 
6r|it;en biefelk Silicat)! üon ©tementem 

SDer Setuei§ folgt unmittelbar au§ 33, 101. 

1G3. <Sa&. ©ie Slnjaljl ber in Z n enthaltenen , h l). ber- 
jenigen gaffen, mefdje <^ n finb, ifi «. 

Bcmci§. Senn naefc 32 ift ^„ fidj fetbft ä§rtti$. 

164. ©aij. Beftefjt ein €l)ftem aus" einem einigen (Slemeut, 
fo ift bie %n^ai}l feiner (Elemente = 1, imb tnuejGterjrt. 

©er 23cioei§ folgt unmittelbar aü§ 2, 26, 32, 102, 161. 

165. Bai}. 3ft T ecktet* srjeit eines eubüdjcn ©ufieinS 2, 
\a ift bie ^tnjaf)! ber (Elemente Bon T fteiuer, als biejenige ber 
(Stemcnte Don 2- 

BetuciS. Mj 68 ift T ein eublidjel ©nftem, al|o ätjniidj 
einein ©interne Z mr mo m bie 91njaljt ber (Elemente üon T 6e= 
beutet; ift ferner « bie 9tnsatjt ber Elemente üon 2, olfo 2 
ä^Ud) Z n , fo ift T nodj 35 einem eckten Surfte E üon Z„ 
äfnilidj, nnb nact) 33 finb and) Z m nnb JE cinanber äljnlidj; rocire 
mm «'^m, alfo Z»lZ m/ ]o marc £ nad) 7 mtcE) ecktet ££jeil 
bau 2in/ nnb folglich Z m ein imcnbtidjes ©tjftcin, ma§ bem Sa|c 
119 toiberjpridjt ; mitrjin ift (ttadj 90) m< n, ro. |. b. tu. 

166. ®aij. 3ft r= M (B, y), mo B ein Softem bon n 
Elementen, unb y ein nid)t in B enthaltenes Clement bou T öe= 
beutet, fo ocftefjt r au» n' (Stcmenteu. 

Bem ei», ©eint menn B = ^ (Z„) ift, mo * eine ät)nliä)e 
TOilbung üon Z n Gebeutet, fo läjjt fiä) biefclbe na$ 105, 108 
511 einer fiijnMjeu Stöbilbung ty Don J?„* erneuern, inbem man 
$ (»') = y fe|t, unb jraar nrirb ip (Z n <) = r, tu. j. b. m. 

167. @a^. Sft y ein Clement eine§ au§ «' Elementen &e= 
fteljcnbeu ©ljfiem§ F f fo ift n bie ainjaljl aller anberen ©Icmentc 

ttüii r. 
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SSetoelS. Senn roenn B ber 3nbca,riff aller bon y uer= 
fdjiebenen (gtemente in F bebentet, fo ift F = M (B, y) j ift nun 
b bie Slnjo^I toec (Elemente be§ «tbtid^cn ©ijftem» -B, fo ift nad) 
bem borljergetjenben <Sa|e 6' bie ^tn^o^l ber (Elemente bon jT, alfo 
= »', tüornu§ naef) 26 au$ b = n folgt ro. }. b. tu. 

168. @a$, Sejie&t J. aus m, unb £ aus n (Hem einen, unb 
tmben j! imb B fein getneinjameS (Element, fo befiefjt M(A, B) 
au§ m -f- n Elementen. 

SÖcroeiS burd) ooflftänbige Sfnbuction (80). ®enn 
q. bet @a£ ift ma^r für n = 1 aufotge 166, 164, 135. IL 
ö. ©ilt ber @a£ für eine 3<$ », fo gilt er auefj für bie 
folgenbe galji w'. 3n ber Sfjai, menn r ein ©t)ftem bon n' 
Elementen ift, fo tonn man (nad) 167) r— M(B, y) [cjjen, 
too y ein Clement unb B ba» Stiftern ber w anbeten Elemente 
bon r bebeutet. Sft nun J. ein ©ijftein oon »t Elementen, beten 
jebeS ntdjt in P, alfo and) ntä)i in £ enthalten ift, unb Jefei 
man iE (4, B) = 2 , fo ift naa) uujerer 9tnnafjtne m 4- w bie 
Sfajaljl bet Elemente bon 2, unb ba p niefjt in 2 enthalten ift, 
\o ift nadj 166 bie %n^l ber in JH (2, y) enthaltenen Elemente 
= (m -f «)', alfo (naefo 135. III) = m -f »'; ba aber nadj 15 
offenbar M (2, y) = M (4 B, y) = M {A, F) ift, fo ift m +- »' 
bie 51njal)l ber Elemente bon M (A, r), ro. j. b. ro. 

169. ©alj. ©inb X, J5 enbti<§e ©tjfteme bon Bejie&nngß- 
meife m, n (Stemmten, fo ift M (A, B) ein enblitt>3 ©ujiem, unb 
bie Stnjaljl feiner Elemente ift ^ m A- n, 

S8emei§, 3ft JB3 J, fo ift JH (^ J5) == 4, unb bie Nnjatf 
w bet Elemente biefcS ©äJemS ift (nad) 142) <: m -f- w# wie 
beraubtet mar. 3jl aber B fein 3#eil bon 4, imb T bad ©Aftern 
aller berjenigen Elemente bon Ü?, roelaje nidjt in A enthalten finb, 
fo ift nadj 165 beten ^njalj! p ^ n, unb ba offenbar 

Jl {A f B) = M (A, T) 






; 
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1% fo tft mtd) 143 bie 5ln|afjl m -f p ber Elemente biefeS ©rjjiemä 
<; wi -f «, tu. §« b. lu. 

170. ©atj. gebeS qu§ einet Sfajaljt » üon enbtidjeit (Stjfte- 
mcii jufammengefejjte ©offem ift enbiidj. 

Sßerueiä burd) boUjiättbtge Snbuction (80). 3>etttt 
p. ber ©aij ift nadj 8 felbffoafiänbiidj für n = 1. 
<?. ©itt ber ©alj [ür eine 3aljl », imb tft 2 lufammengefejät 
öu§ «' enblicfjen ©ijfremen, fo fei A eine§ biefet ©interne, nnb £ 
bas an» aßen übrigen jjufanmtengcfe|te ©üjtetn; ba beten ?tnjnf)l 
(nadj 167) = w ift, fo ift nadj unjeret Sdmalmte B ein enblidje» 
©ijftem, ffia nun offenbar 2 = J$l(J., JB) ift, fo folgt f)ier«u§ 
unb an» 169, bau «uerj 2 ein enbfiäjeS ©t/jlem ift tu. 5» &• m. 

171. ©a|. Sfi ^ eine intäljnttd;e SlbbUbung eine» enblidjeit 
©njlems 2 üon « (Elementen , fo ift bie 9[n5atjt ber Elemente beä 
S3ilbe§ ^(2) Hein« als ». 

SBetoeiä. S©ür)lt man non allen benienigen (Elementen bon 2, 
voelcfje ein nnb bafietöe SSilb befijjen, immer mir ein einiges" nadj 
Belieben auS, fo ift ba§ ©liftem 2' aflcr biefet ausgemalten <51e= 
matte offenbar ein cdjter Sfjeit üon 2. Weit ^ eine ttnfifmüdje 
TOnlbnng üon 2 ift (26). Sugletco, leuchtet aber ein, bafs bie 
(nadj 21) in $ enthaltene Slbbifbung biefe» S^eilfl T eine äljn= 
tid)e, nnb bafj ^ (T) = ^(2) ift; mitfjin ift baS ©nftem ^(2) 
a'fjnlid) bem cdjtcrt £f)eit T öon 2 , nnb JjierauS folgt im[« ©afe 
nad^ 162, 165. 

172. ©djlujjbemerhmg. OBgleid) foeben fiemiefen tft, bajj bie 
atnja^I w ber (Steinente bon ^ (2) tidner all bie Sttttjot)! n bet 
Elemente üon 2 ift fo jagt man in mannen püett bot!) gern, bie 
Srnja^l bei Elemente üon ^ (2) fei — n. 9?tttiiriiäj wirb bann 
bni 2Bort Sfn|«r}t in einem anbeten, «IS beut bisherigen ©inne 
(161) gebrandet; ift nämtidj « ein Clement öon 2. nnb a bie 
5(näatjl aflet betjenigen (Stammte öon 2. weldje ein unb baffetbe 
©üb i> («) befugen, fo wirb tefctereS als Clement pon ip (2) §äufig 



: 
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bocti nod) als Sßettretet Don a Elementen aufgefaßt, bie menigflenS 
fyxtx SHjftamiming nndj aß öcrfiijicbm bort eiuanber angefeljen 
metfaetl fönnen, unb wirb bemgcntä'ft als afacticS Element üon 
t(S) geätiljlt. ÜKflti fommt auf bie[e 2Brife &u bem in nieten 
gaffen jeTjr nü|tta>n begriffe »on ©fernen, in benen jebeS CEfe= 
ment mit ein« gewiffen puftgfettgjaljl au§gt-ftaitet i[t, meiere an« 
fjicbt, wie oft betreibe als Clement be§ SfiffemS geregnet werben 
jofl. 3m obigen gaffe mürbe man %. ©. jagen, bafj » bie 9Tttyi$l 
ber in biejem «Sinne gejagten Elemente üon ^ (£) Ijt, tuäljienb 
bie Sfojaljl w ber wirftiä) betriebenen Elemente bieje& ©inlemS 
mit ber %i[yxl)\ ber (Elemente Dan T übereinftimmt 2te§ttlt$e 
tHbioei^ungen tum ber urjlmmaHdjen SScbeuiung cuteg flun[tauS» 
bruds, bie md)t§ SttnbereS fiub, at§ Erweiterungen ber uiforüngtidjen 
SSegriffe, treten \&)i Ijäufig in bei SRattjematit auf; bo$ liegt e9 
nid)t im 3mea* bie[cr Srtjrift, nöTjer hierauf eit^ugetjen. 
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